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UvVOoD

Tieto skriptd vznikli ako pomocny text k prednaskam z elektroniky, konanym na Matematicko-
fyzikélnej fakulte UK pre odborné a ucitel'ské Stidium fyziky. Svojou povahou je elektronika sice
technickd disciplina, ale vychadza z fyzikdlnych zdkladov, bez matematiky sa nezaobide a experimen-
talny fyzik bez elektroniky tieZ nie. Stidium elektroniky je podmienené znalost'ou analyzy elektrickych
obvodov, co je ndpliou predloZenej ucebnice.

Neprichadzame s ni¢im novym. Na dand tému jestvuje vel’ké mnoZstvo dobrej literattiry. Problém
je vo vybere metdd vhodnych pre neprofesiondla elektronika, ktoré majui byt rychle, spolahlivé, ¢o do
principu jednoduché ale presné, nenarocné na pamit’, aby si ich absolvent aj po dlhsej prestdvke rychlo
vybavil a osvojil. Difame, Ze pre Studenta, ktory absolvoval zdkladny kurz matematiky a fyziky na
MFF UK, budd metddy, ktoré predkladdme, vyhovujice.

Predpokladdme, Ze Citatel' sa 'ahko rozpamitd na zdkladné poznatky z algebry, ktoré sa tykaju
rieSenia ststav linedrnych rovnic a z matematickej analyzy na zakladné vlastnosti funkcie komplexne;j
premennej. Na oZivenie pamiti poslizi vyborne kniha Uzitd matematika pro elektrotechnické inze-
nyry, ktord napisal A. Angot, matematik s dobrymi znalostami problémov fyziky a techniky. Z d’al$ich
pramenov su uvedené v zozname odportcanej literatiiry len tie, ktoré sa najviac bliZia tematickému
zameraniu nasho textu.

Rozsah skript ndm nedovoluje zaoberat’ sa podrobne jednotlivymi témami, ani exaktnymi matema-
tickymi dokazmi, pretoZe kazd4 z kapitol moze byt ndmetom pre monografiu. Boli sme vedeni snahou
poskytnit’ Citatelovi dobry prehl’ad takych metdd analyzy elektrickych obvodov, ktoré relativne rychlo
a bezpeéne vedi k ciel'u — ureniu vlastnosti elektrickych zapojeni. Ze st uvedené metédy vhodné na
numerické spracovanie pocitac¢om, sa v dne$nej dobe povaZuje za samozrejmost’.

Autori d’akuji svojim kolegom z Katedry radiofyziky, doc. RNDr. Andrejovi JaroSevicovi CSc.
a RNDr. Frantiskovi Kundracikovi, PhD. za pripomienky, podnety a namety, ktorymi ndm vel'mi
pomohli, a za upozornenia na viaceré chyby a nepresnosti v rukopise.






1 ZAKLADNE POJMY

Elektromagnetické deje, ktoré prebiehaji v nejakej fyzikédlnej stistave, mdZeme opisat’ Maxwello-
vymi rovnicami. Ich rieSenie pre dany pripad vSak nemusi byt jednoduché, a to ani pre nekomplikované
technické tlohy. Casto treba siahnut’ po istych zjednoduSeniach, aby obtaZnost’ a ¢asovd naroénost
matematického rieSenia bola primerana dosiahnutému vysledku. V mnohych pripadoch sa k rieSeniu
dopracujeme podstatne I'ahSie vyuZitim metdd fedrie elektrickych obvodov.

PouZijeme postup vo fyzike velmi Casty. Redlnu fyzikalnu sistavu nahradime ststavou jedno-
duchsou, v ktorej sa obmedzime len na tie podstatné vlastnosti, ktoré st rozhodujiice pre skimany jav.
Hovorime, Ze redlnu sistavu nahradime fyzikalnym modelom. Jednotlivé Casti tohto modelu je mozné
fyzikdlne pomerne jednoducho reprezentovat' a opisat’ ich spravanie sa matematicky, napriklad
sustavou rovnic. Tento abstraktny opis je vlastne modelom redlnej fyzikdlnej stistavy a nazyva sa
matematicky model.

Prechod od redlnej fyzikdlnej ststavy k matematickému modelu predstavuje v praxi Casto jediny
sposob teoretického rieSenia skiimaného problému. NavySe umoZiuje nahradzat’ redlnu sdstavu roz-
nymi modelmi a tie skimat’ v laboratérnych podmienkach. Matematické modely mozno skiimat’ bud’
analyticky, alebo numericky pomocou pocitacov.

Elektrické zariadenie je stistava medzi sebou rozmanite a iicelne pospdjanych jednoduchych casti
tak, Ze nimi mozu tiect’ elektrické pridy. V praxi ndm zvycajne postacuje, ak vieme v skimanej
ststave urcit’ okamzité alebo ustalené rozdelenie pridov a napiti, ktoré sa 'ahko meraju, na rozdiel od
veli¢in opisujicich elektrické a magnetické polia. Dostdvame sa tak k pojmu elektricky obvod,
ktorym budeme oznaCovat’ takd sustavu, v ktorej sa elektromagnetické javy daji dostatocne presne
vyjadrit’ pomocou elektrickych priadov a napiti. V d’alSom budeme pouZivat’ skrateny ndzov obvod.

Pri Stddiu redlneho elektrického obvodu sa moZeme obmedzit’ iba na niektoré jeho vlastnosti.
Dostavame sa k jednoduchSiemu systému — modelu, ktorym je zase elektricky obvod. Tento model
budeme podla stupila abstrakcie nazyvat’ idealizovany alebo idedlny elektricky obvod. Tedria obvodov
vychéddza z tychto modelov a skima ich vlastnosti a metddy rieSenia.

Fyzikdlne modely elektrickych stistav sa skladaji z viacerych obvodovych c¢lenov rdézneho
charakteru. Najzdkladnej$imi ¢astami tychto modelov st obvodové prvky, krorych viastnosti moZno
charakterizovat' jedinou velicinou — parametrom. Nazveme ich idedlnymi prvkami. Redlny prvok
obvodu vo vSeobecnosti mozno nahradit’ spojenim viacerych idealnych prvkov.

Prvok, ktorého parameter nezévisi od velkosti pridu, ktory nim pretekd, ani od napitia na iom, sa
nazyva linearny prvok. Ak je parameter prvku funkciou napétia na fiom alebo pridu teéliceho prvkom,
ide o nelinedrny prvok. Parametre prvku vSak mozu zdvisiet’ od iného parametra (Casu, teploty, tlaku
a podobne), v takom pripade budeme hovorit’ o parametrickom prvku. I parametricky prvok méze
byt’ linedrny alebo nelinedrny.

Elektromagnetické deje v obvodoch vyvolavajui elektromagnetické vinenie, ktoré sa §iri rychlostou
svetla. Ak st geometrické rozmery obvodu i jeho &asti zanedbatelne malé oproti vinovej dizke
elektromagnetickych vin, dajd sa vinové deje v obvode zanedbat. Vtedy je doba, za ktorii sa vlnenie
dostane z jedného miesta obvodu do iného, zanedbatel'ne kritka a parametre prvkov nie si funkciami
geometrickych stradnic. V takom pripade hovorime o obvode so sistredenymi parametrami. Veli-
¢iny charakterizujice elektromagnetické pole, teda aj napétia a prady, sd iba funkciami ¢asu a nezavi-
sia od suradnic, takZe platia pre ne (vS§ade mimo objem prvkov) vztahy divi(f) = 0 a rot E(¢) = 0, kde
i(7) je prddova hustota, E(f) intenzita elektrického pola. Inak povedané: pridy st rovnomerne rozde-
lené cez prierez i dizku vodiGov a z vonkajsich magnetickych poli sa do obvodu neindukuji Ziadne
pridy. Hovorime vtedy o kvdzistaciondrnych potencidlovych poliach.



1.1 Idealne prvky

Idedlne prvky su najjednoduchsie prvky obvodu. Idedlny prvok méZeme definovat’ ako matema-
ticky model fyzikdlneho javu, zaloZeného na pohybe nosi¢ov ndboja vo vdkuu, plyne a v pevnych
latkach. Niekol'kymi idedlnymi prvkami nahradime redlne prvky a im zodpovedajice modely tak, aby
v rovnakych pracovnych podmienkach mali s poZadovanou presnostou (teda priblizne) rovnaké
vlastnosti. Pri takejto idealizacii potom skiimame iba zdkladné zavislosti medzi elektrickymi a magne-
tickymi veli¢inami, menovite pridom, napétim, ndbojom a celkovym magnetickym tokom. Tieto
zavislosti charakterizuji zakladné vlastnosti prvkov a preto ich nazyvame charakteristiky.

Pri mnohych aplikacidch budeme musiet’ brat’ do tvahy rdzne, Casto nezZiaduce vplyvy elektrickych
a magnetickych poli spitych s danym prvkom. Ako priklad moZno uviest' transportné oneskorenie
nosic¢ov ndboja v prostredi, v ktorom sa tieto pohybuji. Modely, ktoré zahfiiaji v sebe aj takéto zavis-
losti od ¢asu, budd samozrejme zloZitejSie; tym sa rozsiri aj pocet charakteristik. Statické charakteris-
tiky opisuji modely pre pridy a napitia v Case stdle, dynamické charakteristiky naopak, pre ¢asovo
premenné veliciny.

V d’alSom opise prvku budeme predpokladat’, Ze vodice spdjajice prvky maji nulovy odpor a elek-
trické pole mimo prvku je potencidlové (rotE = 0).

Veli¢iny, s ktorymi budeme pracovat, a ktoré mdZeme merat’, sui: napitie u, prud i, ndboj g a cel-
kovy magneticky tok ®. Ndboj a magneticky tok moZeme merat’ nepriamo integraciou pridu a napitia
podra &asu (g = Ji-ds, ® = Ju-dr) a z vysledkov merani zostavovat’ vztahy medzi F'ubovolnou dvojicou
veli¢in. Je ich spolu dvanast’. Styri vztahy sme uZ spomenuli a uréuji prevod prid < naboj a celkovy
magneticky tok < napitie. Z d’alSich 6smich ma vztah ndboj < celkovy magneticky tok zatial’ maly
prakticky vyznam. Poslednych Sest’

u(i) resp. i(u), u(q) resp. q(u), D(i) resp. i(P)

st zakladné charakteristiky opisujtice ideédlne prvky.

VZzilo sa delenie prvkov na aktivne a pasivne. Aktivny prvok je zdrojom energie a jestvuje v dvoch
typoch:

Idealny zdroj napétia udrzuje na svojich svorkéach elektrické napitie, ktorého velkost’ nezavisi od
vykonu odovzdavaného zdrojom do zit'aZe. Parametrom idedlneho zdroja napitia je napitie zdroja
(elektromotorické napétie).

Idealny zdroj pridu dodava prid, ktorého velkost’ nezavisi od vykonu odovzdavaného do zataze.
Parametrom idedlneho zdroja pridu je prad zdroja.

V tedrii obvodov sa zdroje eSte delia na nezdvislé (autonémne) a riadené (neautonémne). Parametre
riadenych zdrojov su funkciami napiti alebo pridov v inej Casti obvodu (elektricky riadené zdroje)
alebo su funkciami nejakej vSeobecnej riadiacej veliiny. Riadené zdroje sii teda parametrické aktivne
prvky.

Pasivne prvky energiu bud’ spotrebovavaju, alebo ju v sebe hromadia a vydavaji. Su to tieto tri prvky:

Idealny odpor (rezistor) spotrebovéva elektrickd energiu nendvratnou premenou na tepelnt. Para-
metrom je elektricky odpor R = u/i alebo vodivost’ G = i/fu = 1/R.

Idealny kondenzator (kapacitor) je zasobnikom energie elektrického pola, ktoré je sustredené
v jeho objeme. Tito energiu mdZe idedlny kondenzitor bez strat prijimat’ a vydavat. Parametrom je
kapacita C = g/u. Vztah medzi pridom a napétim dostaneme derivovanim dg/d¢ = i = d (Cu)/dzt.

Idealna cievka (induktor) je zdsobnikom energie magnetického pol'a, ktoré je sustredené v jej
objeme. Ttto energiu moZe idedlna cievka bez strét prijimat’ a odovzddvat. Parametrom je induk¢énost’
L = ®/i. Vztah medzi pridom a napitim ziskame derivovanim d®/dr = u = d (Li)/dz.

Parametre idedlnych pasivnych prvkov mozZu zavisiet’ od nejakého d’alSieho parametra, najcastejSie
od ¢asu. V takom pripade hovorime o riadenych idedlnych prvkoch alebo tiez o parametrickych prv-
koch.

Idedlne prvky sa daju analyticky I'ahko popisat, ak ich parametre nie si funkciami pridov a napiti.
PretoZe charakteristiky takychto prvkov si dané linedrnymi funkciami, hovorime o linedrnych idedlnych
prvkoch. Modely takych prvkov a obvodov budu zavisiet’ od rychlosti zmien pridov a napiti.
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Idedlny nelinedrny parametricky prvok je popisany charakteristikou, ktorej funkcna zavislost je
y=f(x, p), kde x a y st napitia a prudy, p je riadiaca veli¢ina. Takyto prvok moZno opisat’ viacerymi
parametrami:

Staticky parameter P je pomer zavislej a nezavislej veliCiny pri konsStantnej riadiacej veli¢ine

P =ylx=f(x, p)x; p =konst.

Hodnota statického parametra je premenlivd a zdvisi od okamzitej hodnoty nezavislej veliciny.
Preto sa zavadzaju este:

diferencidlny parameter Py = df(x, p)/ox ,
prenosovy diferencidlny parameter Ky = df(x, p)/dp.

Je zrejmé, Ze v porovnani s predchddzajicim typom bude préica s nelinedrnymi prvkami znacne
ndrocnejsia.

1.2 Schematické znacky

Topologickym obrazom matematického modelu je schéma. Idedlne prvky obvodu v schéme kres-
lime dohovorenymi schematickymi znackami, ktoré udavaji druh prvku a pocet svoriek, ktorymi sa
prvok zapdja do obvodu (obr. 1).

[} [} [} o}

i i i i i
<> lu Ti §R —Ne L
[} (¢} [} o}
Obr. 1

Svorky zdroja tvoria usporiadani dvojicu, a teda ma zmysel hovorit’ o smere. Napiitie je rozdiel potencia-
lov a tieZ moZno hovorit’ o akomsi smere, pretoZe jeden z potencidlov mdZe byt vyssi. V schematickych
znackdch sa zndzoriiuje napitie Sipkou smerujicou od vysSieho potencidlu k nizSiemu. V pasivnych
prvkoch tecie prid od vyssieho potencidlu k nizZSiemu, preto su Sipky znazornujice napitie a prid
sthlasné. Na aktivnych prvkoch si orientované proti sebe. Znacenie je v§ak vecou dohovoru, a preto
sa v literatdre moZeme stretnut’ aj s Gplne odlisSnym oznacenim.

Schematické znacky idedlnych prvkov z obr. 1 sa beZne pouZzivaji aj na oznacenie redlnych sicias-
tok. Zavisi od stupiia idealizacie, ¢o ten-ktory autor rozumie pod danou schematickou znackou.

Napr. redlny rezistor na vys$Sich kmitoctoch sa dd nahradit’ modelom, ktorého schéma je na obr. 2,
kde L a C st vlastnd induk&nost’ a vlastnd kapacita rezistora. Ceskoslovenskd norma pripista zobra-
zovat’ rezistor podla obr. 3, ¢o je schematicka znacka pre obecnd impedanciu. Jej pouZitie pre rezistor
sa bezne vZzilo.

o—o—’\/\/\/\,—om—o—o
C
JL2
1] o— 1o
Obr. 2 Obr. 3



Jeden objekt mozno zndzornit' viacerymi modelmi, a preto aj viacerymi schémami. Napr. redlny

zdroj elektrickej energie sa mdze modelovat idedlnym zdrojom napitia alebo idedlnym zdrojom
prudu, obr. 4.

Obr. 4

Obe schémy opisuju ten isty redlny zdroj, preto musia byt rovnocenné vo vsetkych pracovnych
rezimoch. Porovnanim matematickych modelov dostaneme vzt'ah

E=RI,

ktory umoznuje kedykol'vek v schéme elektrického obvodu nahradit’ jeden model zdroja druhym, ¢o
byva pri rieSeni obvodov vel'mi Casty pripad.

]A
[mA]
40

301

20+

104

Obr. 5

Priklad 1. UkdZeme si rdzne modely diddy s pouZitim jej voltampérovej charakteristiky. Meranim
kremikovej polovodic¢ovej diddy KA 504 sme ziskali V-A charakteristiku (body na obr. 5).
Schockleyova tedria poskytuje pre takiito diodu matematicky model

In = L [exp(Uax/mUr) = 1],

kde I, je zaverny prud. BeZnd hodnota pre kremikové diddy je I, = 10 pA, (konkrétne pre tito diédu to
je 3,51 1071 A), Ur = kT/q sa nazyva tepelné napitie. k = 1,38~ 1072 J/K je Boltzmannova konStanta,
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T =296 K (23 °C) je absoliitna teplota PN prechodu v laboratérnych podmienkach, g = 1,6-107"° C je
naboj elektronu, m je konStanta, ktord v sebe zahfiia vplyv technoldgie vyroby, Cistotu materidlov,
strmost’ PN prechodu atd’. Jej hodnota je 1 az 2. V praxi moZno vo vicSine pripadov brat’ hodnotu
mUy = 30 mV; konkrétne pre vysetrovand diédu je m = 1,606, mUr =41 mV.

Z grafu vidno, Ze tento matematicky model (na obr. 5 plnd ¢iara) dost’ dobre opisuje redlnu di6du.

Pri vybere vhodného modelu mdZeme postupovat’ rdzne:

1. Ak nas zaujima iba vodivy stav didédy, zavedieme idealnu diédu. Jej V-A charakteristika je
spolu so schematickou znackou na obr. 6. Pre U > 0 idedlna di6da vedie, pre U < 0 je uzavreta. Je to
dost’ hrubé pribliZenie, ale na vyklad a pochopenie funkcie via¢siny obvodov, ktoré vyuZivaji venti-
lovy tcinok diédy, to postacuje.

2. Ak treba pocitat’ s dynamickym odporom diédy, ale pracovné napitia si U > 0,5 V, moZno

pouzit model z obr. 7 a prvok nazyvat’ idealizovanou diédou.
Model dost’ dobre zahtiia vplyv ,.kolena“ V-A charakteristiky diddy, ale exponencidlny priebeh pre
U > U, je nahradeny linedrnym priebehom, ¢o umozuje ako-tak kvantitativne opisat’ vlastnosti diédy.
Prahové napditie U, a dynamicky odpor ur¢ime jednotlivo, podl'a povahy a urcenia obvodu, v ktorom
je diéda zapojena.

Obr. 6 Obr. 7

Pre pripad usmerfiova¢ov malého napitia, kde nemozno U, zanedbat’, mdZeme vyjst’ z energeticke;j
bilancie. Budeme predpokladat’, Ze vykon rozptyleny na redlnej didde a na konstantnom dynamickom
odpore linearizovanej diddy su rovnaké (obr. 9). I, a U, si maximdlne hodnoty pridu a napitia, ktoré
sa na diéde usmerniovaca vyskytnd, takze

e 1
jldU =~ U, -UI,.
) 2
I
A
I
|
|
o—|>1—|:|—©—o !
Re - g |
Uy !
|
|
Up U Gy U, U
Obr. 8 Obr. 9
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PretoZze maximdlny prid cez diédu je I,= I[exp(Uyn/mUy) —1] a dynamicky odpor didédy je
R4 = (Un — U,)/I,, mb6Zeme vypocitat’ vykon roztyleny na diéde

U, U,
IIdU = JA[S (eU/mUT —l)dU =1, (mUTeU/mUT _1)
0 0

m

0

Po dosadeni integracnych medzi

I, (mUTeU/’"UT - 1)— U, =1,mU,-1U,,.

Vykon rozptyleny na dynamickom odpore modelu diddy je %Rdl i .

Clen LU, < 107" [A]-1[V] = 107" W moZno zanedbat’ voéi I,mUr = 0,05 az 0,5 W, teda
1 .
mU; = ERdIm a z toho je Ry = 2mU4/I;, .

Prahové napitie podl'a obr. 9 je
Up=Un— IRy = Uy —2mUr .

Po logaritmovani vztahu I, = I[exp(Un/mUr) — 1], vyjadrenim U, a dosadenim do posledne;j
rovnice je

U,=mU; ln(ll—m+1J—2mUT = mUT(lnII—m—Z] .

N N

V argumente funkcie In sme zanedbali jednotku, pretoZe I,,/I, = 10" az 10"

V pripade konkrétnej diddy KA 504 so zmeranou V-A charakteristikou na obr. 5, ak uvdZime Ze
povoleny maximélny prid je 50 mA, mozno uréit z grafu I,= 3,51-107'° A, mUy = 0,041 V,
aR;=1,62Q,U,=0,689 V.

Iné kritérium poskytne iné hodnoty U, Ry. Napriklad z doty¢nice v bode I, Uy, dostaneme hod-
noty (Un=0,77V)Ry=1,22Qa U,=0,71 V.

V priklade bol naznaceny jeden z moZnych spdsobov linearizécie prvku. Uvedeny postup zosiliiuje
citatelovu predtuchu, Ze s rieSenim nelinedrnych obvodov su spojené rozsiahle problémy a Ze bude
lepsie, kde to len trochu pojde, drzat’ sa linedrnych modelov.

1.3 Elektricky signal

VySetrovanim fyzikalnej ststavy sa snazime ziskat’ informdcie o jej stave. Veli¢inu, ktord obsahuje
hladant informdciu, nazveme signdl. Signdl moZeme reprezentovat’ fyzikdlne (tlak, teplota, rychlost,
zrychlenie, elektrické napitie, magneticky tok a pod.) a matematicky opisat’ rovnicou, resp. ststavou
rovnic. Pomocou vhodnych prevodnikov sa dd I'ubovolny signal premenit’ na elektrickd veli¢inu —
elektricky signdl. Tedriou prevodu, prenosu a uschovania informécie zakédovanej vo forme elektro-
magnetickych velicin sa zaoberd viacero vednych odborov. Jednou z hlavnych dloh elektrickych
obvodov je spracovanie a prenos elektrickych signalov v tvare elektrickych napiti a priadov.

Vseobecne st prudy a napitia funkciami ¢asu. V ustdlenom reZime su to periodické funkcie, pre
ktoré plati vztah

ut+T)=ur),

kde v je elektricka veliCina, ¢ ¢as a T peridda.
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Obr. 10

Specidlnym pripadom periodickej veliginy je jednosmerna veli¢ina (obr. 10a), ktord s ¢asom svoju
hodnotu nemeni (7' — o). V Case premennu veli¢inu, ktord nemeni{ svoju polaritu, nazyvame pulzuji-
cou (obr. 10b). Periodicka veli¢ina (obr. 10c), ktord pocas periédy meni svoju polaritu sa nazyva kmi-
tavd. Specidlnym pripadom kmitavej veli¢iny je striedavé veli¢ina (obr. 10d) ktorej stredna hodnota za
celistvy pocet peridd je nulova.

Z kmitavych veli¢in maju v tedrii obvodov vynimoc¢né postavenie striedavé veliiny opisané har-
monickymi funkciami ¢asu

) = Vsin(wt + ¢) alebo wA(r) = Wcos(wt + ¢) .

Napitia a prddy s harmonickym priebehom sa pomerne l'ahko generuji, matematické operacie
s harmonickymi funkciami s jednoduché a l'ubovolni periodickd funkciu moZzno vyjadrit sic¢tom
harmonickych funkcii (pozri Fourierove rady).
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2 ZAKLADY TEORIE OBVODOV

Ulohou tedrie obvodov je:

1. Analyza — zo zndme;j fyzikalnej a topologickej Struktiiry obvodu sa v lom urcuji napitia a pridy,
t.j. zistuje sa stav obvodu. Zo znamych napiti a pridov sa dajui urcit’ vzdjomné vztahy niektorych
vybranych dvojic veli¢in. Tieto vztahy spravidla postacuji na stanovenie obvodovych funkcii, ktoré
v praxi dostatocne opisuju stav obvodu. NajcastejSie to su:

Prenosovd funkcia, ktord udava sivis medzi odozvou obvodu — vystupnym signdlom a na obvod
pdsobiacim vstupnym signalom.

Imitancnd funkcia, ktord opisuje vztah medzi napitim a pridom vo vybranom mieste v obvode.
(Slovo imitancia vzniklo spojenim ndzvov impedancia a admitancia).

Metd6dy analyzy st dobre rozpracované pre linedrne obvody s konsStantnymi parametrami po teore-
tickej, aj po numerickej stranke, ¢o umoziuje rychlu analyzu zloZitych obvodov pomocou pocitacov.
Otvorené problémy zostdvaji pre parametrické a nelinedrne obvody.

Zvlastnym pripadom analyzy je toleran¢nd analyza, ktora skima vlastnosti a spravanie sa obvodu
pri zmene niektorych jeho parametrov. Tieto zmeny mdZu byt spésobené teplotnou zavislost'ou, ¢aso-
vou zdvislostou (starnutim materidlov). Toleran¢nd analyza skima aj vlastnosti obvodu ovplyvneného
tym, Ze hodnoty parametrov mdZe technoldgia vyroby zarucit’ iba s istymi toleranciami. Ide o skimanie
citlivosti obvodu na zmenu hodnot parametrov jeho prvkov.

2. Syntéza — navrhovanie Struktiry obvodu tak, aby mal pozadované vlastnosti. Prikladom mdze
byt ndvrh modelu diédy (obr. 8). Syntéza nadvizuje na metddy analyzy, ale vSeobecne je obtaZnejsia
a rieSenie nemusi mat’ vobec alebo nie je jednoznacné. Metddy syntézy su zatial rozvinuté najmé pre
elektrické filtre, zatial’ o pre ostatné obvody mélo alebo vdbec nie.

3. Ohranicena syntéza a identifikacia obvodu — o obvode a jeho funkciach jestvujui netplné tdaje.
Experimentdlne a analyticky treba urcit’ chybajice informécie tak, aby bola zndma dplna Struktdra
obvodu a jeho vlastnosti.

PretoZe sa vlastnosti obvodu md7Zu s ¢asom menit’, ¢i uz ZelateI'nym alebo neZelate'nym spdsobom,
analyzujeme obvody obvykle v dvoch rezZimoch:

Ustileny stav — vietky napitia a pridy v obvode st periodickymi funkciami &asu. Specidlnym
pripadom je jednosmerny ustdleny stav; vtedy sa hodnoty pridov a napiti nemenia.

Prechodovy stav — nastdva pri prechode z jedného do iného ustdleného stavu. Napitia a pridy
v obvode nie st periodickymi funkciami Casu.

2.1 Vlastnosti matematického modelu

Signal, ktory vstupuje do elektrického obvodu, sa pri prechode nim meni (obr. 11). Ako sa zment,
urcuje vnidtornd Struktira obvodu. Ak ju pozndme, mdZeme obvod matematicky opisat’ funkciou y = f(x).
Ked’ nie je Struktira obvodu znama, musime jeho odozvu na signal zistit’ experimentalne meranim.

EO
x(@) | y=fx) | y()

Obr. 11
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V matematickom modeli elektrického obvodu sa vyskytujd vyrazy
. I, d .
u(t) = iR, u(t) = [ —i(t)de + K, u(t) =~ [Li(1)]
c dr

, . d . 1
i(7) = u(t)G, i = - [Cu(o)]. i() =IZ u(t)dt +K.

Vznikd matematicky problém, rieSit’ sistavu integralno-diferencialnych rovnic. Je to problém dost’
obt'azny a vysledok ¢asto dostdvame po netinosne dlhom pocitani.

Vhodnou volbou nezavisle premennych a réznymi transforméaciami mdzeme matematicky model
vyjadrit’ ako ststavu linedrnych diferencidlnych rovnic. VSeobecne sa dé sivis medzi podnetom a odo-
zvou obvodu opisat’ diferencidlnou rovnicou

n n—1
W, L0 g = Flx)=£ ),
dr” dr”

n

ay ... a, st uréené parametrami prvkov obvodu, vstupnym a vystupnym signdlom:
ar = al[R, L, C,x(1),y(®)] .

Je jasné, Ze rieSenie diferencidlnej rovnice obvodu nie je vo vSeobecnosti vdbec jednoduchou zalezi-
tostou. V modelovani obvodu preto musime siahnut’ po nejakych zjednoduseniach.

Dalej sa budeme zaoberat” analyzou obvodov zostavenych z prvkov, ktorych parametre st konstanty.
Diferencidlna rovnica takéhoto obvodu je linearna diferencidlna rovnica s konsStantnymi koeficientmi
a s pravou stranou. Tym sme sa obmedzili na linearne elektrické obvody.

Ak pre pravé strany fi(%), f>(?), ..., f(t) — vstupné signély — su rieSenia diferencidlnej rovnice funk-
cie yi, ¥2, ..., Ym — Vystupné signdly — tak pre pravu stranu

kifi()) + kafo(0) + ...+ kyfu(D)

je rieSenim funkcia

klyl + k2y2 + ...+ kmym .

Tato vlastnost ma vel'mi zdvazny dosledok: linedrny elektricky obvod, do ktorého vstupuje sucasne
viacero signdlov, prendSa kazdy signdl v superpozicii s ostatnymi a nezavisle od nich. Tento princip
superpozicie umoziuje zaviest mnohé zjednodusenia do rieSenia elektrickych obvodov, ¢im ho ul'ah¢i
a zrychli.

V nelinedrnych obvodoch princip superpozicie neplati. Uvazujme obvod, v ktorom je nelinedrny
prvok R = R(i) s voltampérovou charakteristikou u = Hi’.

Prived’'me stucasne dva vstupné signély i, a i, na tento prvok. Odozva bude

u=H(i, + i») = Hi; + H Hi; + 2Hiyi, .

Podl’a principu superpozicie by mala byt odozva u = H i T+ Hi3, o je v rozpore s predosSlym vysled-
kom.

2.2 Operatorovy pocet

UkaZeme si nevyhody klasického rieSenia elektrického obvodu na priklade. Pocitajme priid v obvode
z obr. 12. Podl'a Kirchhoffovho pravidla pre napétia (ods. 2.3.3) mdZeme obvod opisat’ jedinou rovnicou:

di(¢)

Ri(t)+L
+L—=

1. .
+E'|.z(t)dt+K—EsmaJt
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po vhodnej transformacii

uc(t)z%ji(t)dt+K,

a z toho
duc ()
i(h= C———,
) &

treba riesit’ obycajnu diferencidlnu rovnicu

2

red4e®  geduc® | Esinor
dr dt

druhého radu s konStantnymi koeficientmi a s pravou stranou. RieSenim je

E

i(r)= sin[a)t —arctg M] + ok, e+ ok, €7,
JR? +(aL—1/oC)
kde
R, 1 |R®
a,=-R 1L RC,
’ 2L LCY\ 4L

st korene charakteristickej rovnice, k; a k, st integracné konStanty dané zaciato€nymi podmienkami.

_)_:_/W\_

i(t) R L

O o=

u(t)=Esmot

Obr. 12

Prvy ¢len vysledku uddva ustaleny prid v obvode, druhé dva cleny popisuju deje, ktoré prebiehaju
v obvode po pripojeni zdroja (prechodovy jav). Oba &leny exponencidlne [¢¥*"'] s ¢asom klesajii a po
dobe 5-(2L/R) je ich velkost’ priblizne 0,007 maximdlnej hodnoty, teda prakticky zanedbatel'nd —
prechodovy jav povazujeme za ukonceny.

Ak nds zaujima iba hodnota ustaleného pridu v obvode, tak vyjdeme z predpokladu, Ze vzhl'adom
na charakter zdroja bude aj ustdleny prid harmonickou funkciou Casu i(f) = I sin(@t + ¢). PretoZe
v ustdlenom stave bude aj napétie na kondenzatore harmonickou funkciou ¢asu, je K = 0.

Po dosadeni i(f) do rovnice obvodu dostaneme algebraicki rovnicu

RI sin(wt + @)+ wLI cos(wt + @) — % cos(wt + @)= Esinwt .
w

PouZijeme stuctové vety, upravime l'avu stranu rovnice a porovndme koeficienty na oboch stranach
pri sin wt a cos wt. Dostaneme dve rovnice a ich rieSenie je

E wL—-1/oC
I= ; @+ arctg ———— .

JR? + (@l - 1)

Uréime
E
JR? +(aL—1/oC)

i(t) = ,

. [ a)L—l/a)C]
sin| Wt —arctg———

¢o zodpoveda ustalenej zlozke pridu v obvode, vypocitanej v predoslom rieseni.
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Druhy spdsob riesenia je o nieco rychlejsi, av§ak uvedeny priklad ukazuje, Ze elementdrny mate-
maticky postup je sice presny, ale dlhy a namédhavy. Preto boli vypracované metddy, ktoré vhodnymi
transformaciami podstatne urychl'ujd rieSenie podobnych problémov pri zachovani{ exaktnosti.

Prvym krokom k zjednodusSeniu je tivaha: v ustdlenom stave si pridy a napétia v elektrickych ob-
vodoch periodickymi funkciami ¢asu. Funkcie, s ktorymi sa obvykle pri rieSeni elektrickych obvodov
stretneme, spifiaji nasledovné (Dirichletove) podmienky:

1. funkcia je na intervale dizky 21 obmedzena

2. pocet bodov nespojitosti, maxim a minfm je na intervale dizky 2m kone¢ny.

Kazda periodickd funkcia, ktord spiia Dirichletove podmienky, sa dd vyjadrit Fourierovym radom,
¢o je sucet harmonickych funkcii s premennou amplitddou a kmitoctom.

Sta¢i ndm teda poznat’ jednoduchii metédu na rieSenie obvodov pre ustdleny harmonicky stav. Ne-
harmonické priebehy periodickych elektrickych veli¢in nahradime ich Fourierovymi radmi a vysledna
odozva je na zdklade principu superpozicie sictom odoziev na jednotlivé ¢leny radu. Této dvaha viedla
k vytvoreniu symbolicko-komplexného zobrazenia harmonickych veli¢in.

2.2.1 Symbolicko-komplexné zobrazenie
Vzhl'adom na vlastnosti exponencidlnej funkcie, najmi na Eulerove vztahy

: el eI
e =cosx + jsinx, cosx=—, sinx = ———
2 2j

mozeme kazdej harmonickej funkcii 1(¢) = Vsin (@t + @) alebo w(r) = Vcos (@t + @) priradit’ komplexni
veli¢inu o = Ve * . Nazveme ju komplexor a chiapeme ju ako ,,akysi obraz* harmonickej veli¢iny.

Pozor! V d’alSom vypocte sa musime pridiZzat’ prvého priradenia a nem6Zeme v iom l'ubovolne
vymienat’ priradenia obrazu pre sinus a kosinus. Ak sme komplexor ¥ priradili v(f) = Vsin(wr+ @), tak
je definovany aj komplexor pre w(¢) = Vcos(wt+ ¢) = Vsin(wt+ ¢ + /2), a teda

w = Vet = jp a w(t) = Im{ V' "+ 772}
Komplexoru spitne prirad'ujeme predmet (origindl) — harmonicku funkciu
u) =Im{Ve*?} =Im{D}  alebo  w(r) =Re{ Ve "} =Re{D}.
Komplexor m6Zeme rozpisat’ do viacerych tvarov:
D=ve@"? = p-&? e = pe.

Zaviedli sme novy symbol v, pre ktory plati rovnost v = Ve'?; je to komplexnd amplitiida harmonickej
veli¢iny a skritene ju budeme nazyvat’ fazorom.

v="Ve’=V(cosp+jsing).

Z fdzora mozno urCit’ ¢ a V a potom mu spétne priradit’ origindl harmonickej funkcie. Redlna Cast’ fa-
zora je Re{ v} = Vcos ¢, imagindrna Cast’ je Im{ v} = Vsin ¢. Z vlastnosti komplexnych ¢isel vyplyva

Im{ v}
V=lul; = arct .
@ = arctg Re{v]
L L . . Im{v}
Origindl harmonickej funkcie je 1(f) = lvlsin| @t + arctg
Re{ v}
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V tomto ucebnom texte budeme fazor oznacovat’ tuénymi pismenami, ako je to zvykom v literatire.
PretoZe rovnakym spdsobom byvaju v textoch oznacené aj vektory, Casto sa mdZete stretnit’ s pojmom
vektor napitia alebo vektor pridu.

Geometricky si mdZeme komplexor © = (Vel?)e!” predstavit’ ako fazor v, ktory rotuje v Gaussovej
rovine okolo zaiatku uhlovou rychlostou @. Fizor v tejto geometrickej interpretacii je tisetka dizky
V, ktord vychddza zo zaciatku a od redlnej osi je natocend v Case ¢t = 0 o uhol @.

Zo znameho fazora teda vieme urcit’ komplexor aj origindl harmonickej funkcie. Pri rieSeni obvodu
preto nahradime harmonicku funkciu jej fazorom a d’alej pracujeme uz iba s nim.

Pre d’alSie pouZitie komplexorov a fazorov (obrazov) je dobré poznat’ ich zdkladné vlastnosti.
Pripominame znovu, Ze nezalezi na tom, ktorej harmonickej funkcii priradime komplexor. Tohto
priradenia sa vSak treba pocas celej ivahy a vypoctu drzat’ a ten isty komplexor nemozno sucasne
priradit’ aj druhej harmonickej funkcii. Ak je komplexor priradeny funkcii v(f) = Vsin(ax+ @), tak
fazor funkcie uxf) = Vcos(a@t+ ¢) je uz urceny. Plati wxt) = Vcos (ax+ @) = Vsin(at+ ¢+ n/2), takze
w=vd" =juv.

Vlastnosti fdzorov:

1. Fazor redlneho Cisla k je samo ¢islo: k = ke = k

2. Fazor funkcie k- U(¢) je kv

k(D) = (V™ 2 ) = (kVel)e® = (kv)e teda fazor k- U(f) = kv .

3. Fazor suctu sa rovna stuétu fazorov.
Funkcidm vy (¢) = Vicos(@t + @) a vx(t) = Vocos(wt + @) priradime komplexory

ﬁ] = Vlej(wH' w a 172 = Vzej(cUH' ) .
Komplexor stctu je
U ¥ 0y = Vi 4 v, @) = (Ve 1 (Va6 el = (Vie? + Vad P)e” = (0) + vyl

teda fazor [v()+ L,()] = v + »,

4. Dve funkcie sa navzdjom rovnaju vtedy a len vtedy, ak sa rovnaju ich fazory. Ak v, = v, potom
vy — v, = 0. Podl'a vlastnosti 3. a 1. v, — 1, = 0, teda aj v, = v,.

Ak v; = v, potom v, — v, =0 a podla 3. vlastnosti je (v; — v,) =0, teda aj v; = v,.

5. Fazor derivdcie harmonickej funkcie mozno nahradit’ si¢inom fazora funkcie a vyrazu j@. Ak

U(t) = Vsin (@t + @), potom
dl(;(l) =di[Vei(m+ ;o)] =ja)Vej(wt+ 9 _ Ga)Vej%eiwt =ja)vej“”
t t

dv(z)

fazor =jov.
dr

6. Fazor neurcitého integralu harmonickej funkcie sa rovna sucinu fazora funkcie s 1/j@.

e ) vV . vV . : v
jv(r)dr='[Ve’(”*¢) dt =—e ™9 K =[.—eJ"’jeJ“"+K =—e“+K.

Jo Jo Jo
V ustdlenom stave musi byt vysledok harmonickou funkciou casu, preto K = 0 a fazor
[veromar="2.
jo

Vlastnosti 5. a 6. umoZnuji nahradit’ matematické operacie derivicie a integracie algebraickymi
operdciami ndsobenia a delenia ¢initelom jw. Symbolicko-komplexné zobrazenie teda umoznuje pre-
menit’ integralno-diferencidlne rovnice obvodov na algebraické rovnice, ktoré mdZeme riesit’ v obore
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komplexnych &isel. V tychto rovniciach sa vyskytuje ndsobitel’ ¢, ktorym moZno rovnice s komple-
xormi vydelit' a v d’alSom vypocte pracovat’ iba s fazormi.

RieSme s pouzitim symbolicko-komplexného zobrazenia ivodny priklad z tejto kapitoly. PouZijeme
na matematicky model obvodu z obr. 12 (str. 18) postupne vlastnosti fazorov €. 4., 3., 2. spolu s 5. a 6.
Obrazom rovnice je:

Riej“”+Lja)iej“"+.Lieja" =Eel”
jo
a z toho
. E
i= I
R+ja)L+_7
joC

Na urcenie i(f) potrebujeme poznat Im{i } a Re{i}:

Imfi }= E(“’lc_m) Refi}= ER

JR2+(QL—1JZ R+ wL_Al,z
oC wC

Ustéleny prud v obvode z obr. 12 je

a)L_L

i) = ER oC

sin| @t —arctg——>= |,
1o R
R +| oL ——
oC

¢o zodpoveda predoslym vysledkom.

+U
t
U o
T
Obr. 13

V pripade, Ze sa zaujimame o ustdleny stav v obvode na obr. 12, v ktorom nahradime zdroj harmo-
nického napitia zdrojom obdlznikového napitia (obr. 13), d4 sa priebeh napitia vyjadrit’ Fourierovym
radom (priklad 17)

oo

48 U
H=—
M)RZ%H

=0

sin(2/ + 1wt .

PouZijeme princip superpozicie a priebezné vysledky pre harmonicky signél

[=0,1,2,...
i, = 4 kde k =27+1

. 1] k=1,3,5,... nepirne
k| R+ j| koL ———
kaC
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Potom k-ta zloZka ustdleného pridu je

ka)L—L

U wC

- sin kwt—a.rcth s k=13,5....
nk\/Rz +(ka)L—1J
kaoC

Ustdleny prud v obvode je podl'a principu superpozicie sictom zloZiek

ik (t) =

= 2 1 kwL_%
i(t)=Zik(t)=Tz sin kax—arcth“’ , k=1,3,5,..
k=1

2
k. |R* + kwL—L
kaoC

Vysledok sme sice dostali rychlo, je zdanlivo jednoduchy, ale vypoéitat sicet radu pre i(f) bude zdihava
zalezitost. Tu sa ukazu vyhody Laplaceovej a Fourierovej transformacie, pre ktoré existuji obsiahle
slovniky spitnych transformacii, takZe vysledok bude mozné dostat’ za prijateI'ntd dobu.

2.2.2 Fourierova transformacia
Fourierov rad pre periodickud funkciu

Ji0) :“—2"+Zak coskQr+ b, sinkQr,  kde Q:%’
k=1 k=1

sa dd vhodnym preskupenim a pouzitim Eulerovych vztahov vyjadrit’ tieZ takto:

o0 7/2
. 1 »
S T
f=—e -1/2
Suvis medzi koeficientmi je jednoduchy:
4o @ — b a; +jby
Coy=— 9 Cp, =—— ) C_ =
0 2 k 2 k 2

Vypocet odozvy obvodu sa vSak ani po tychto upravach nezjednodusi, zato postup ndm umozni
vyratat’ odozvu aj na neperiodicky signal. To je pripad, ked’ T — oo, vtedy Q — 0. Oznacme kQ = @,
potom (k+ 1)Q — kQ = Aw=Q a pre Q — 0 je Aw — dw. Rozvoj funkcie f(#) do Fourierovho radu
prejde na tvar (v integrile pre ¢ ¢as ozna¢ime symbolom 7):

0 o T/2
fO=1im Y e =lim Y [ejm’% j f(T)e"j"Q’dT]:
r—wck ~ ‘r—>mk:_m

= -T/2
o 1 /2 - |-
= lim e — D)e 4z |= | | e ”do— e %z |.
T—o0 k:z—oc QT _],!./{( ) _J; 7 _J;f( )

Vyraz F(jw) = J. f(7)e " dr je vyjadrenim Fourierovej transformécie,

—o0
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1
2n
Na spétnd Fourierovu transforméciu treba poznat’ tedriu funkcie komplexnej premennej, hlavne

vetu o rezidudch. Pre prax boli vypracované uz spomenuté rozsiahle slovniky spitnych transformécii.
F(jw) sa nazyva Fourierov obraz, alebo spektrum funkcie f(#). Aby tento obraz existoval, musi byt

f=

IF (jw)e’”'dw sa nazyva spitnd Fourierova transformécia.

funkcia po castiach spojitd na kazdom kone¢nom intervale a integrél J. | f (t)|dt musi konvergovat'.

Zial’, si mnohé funkcie, ktoré tymto podmienkam nevyhovuji, napr. f(r) = konst., f(f) = siner a pod.

2.2.3 Laplaceova transforméacia

Fourierova transformacia je nepouzitelnd pre funkcie, ktoré nie st absolitne integrovatelné na
intervale (—oo, +00). Aby sl'ubna metdéda integralnej transformécie viedla k ciel'u, prinitime ku konver-

.....

prakticky délezitych funkcif f(f)e™ bude konvergovat pre £ — oo, Obrazom funkcie f(#) potom bude
F(c,jo) =Jf(t)e‘”e‘j“”dt:Jf(,)e—@ﬂ'w)td[_
0 0

Zavedieme novu premennd p = ¢ + j@t (niekedy nazyvand komplexny kmitocet). Obrazom funkcie

[ je
F(p)=[ f(ne"dr.
0

Tym sme definovali Laplaceovu transformdciu, ktorou vo vSeobecnosti komplexnej funkcii f() na-
zyvanej original, priradujeme funkciu F(p) komplexnej premennej, nazyvanu obraz. Trieda funkcif,
pre ktoré existujui obrazy v Laplaceovej transformécii je znacne rozsiahla a obsahuje prakticky vSetky
dolezité funkcie. Nazveme ich “-funkcie a zavedieme skritené oznalenie F(p) = £{f(r)}. Medzi
Yfunkcie patria vSetky funkcie, ktoré su:

1. po castiach spojité pre vsetky ¢ >0

2. exponencidlneho rddu pre ¢t — oo [pozri 1, 2]

3.f()=0pret<0
Problémy nam nastanu zase pri spitnej transformacii

ct+jo

£ = 2 F(p)}=lim 2i [ Fprerap.

c—jo

pre vypocet ktorej sa nezaobideme bez tedrie funkcie komplexnej premennej. Aj pre Laplaceovu
transforméciu st vypracované rozsiahle slovniky, ktoré umoZnia obist’ zdihavé vypoéty.

Dé sa dokézat', Ze Z{F(p)} =0 pre < 0. To znamen4, Ze z Laplaceovej transformdcie ziskavame
opis fyzikdlneho deja pre 7 > 0. Pre ¢ < 0 by malo platit’ f(#) = 0, ¢o nemusi odpovedat’ fyzikdlnej sku-
to¢nosti. Napr. funkcia f(¢) = sinwr nepatri do triedy 4-funkcii. Preto zavddzame jednotkovi funkciu
(niekedy nazyvand Heavisideova funkcia) 1(¢)

0 pre t<0
1(1)=1{1/2 pre t=0,
1 pre t>0

pomocou ktorej mdZeme triedu Z-funkcii znaéne rozsirit’. Funkcia 1(¢).sin @r uz do %-funkcii patri.
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Fyzikdlny rozmer [p] = s™'. Aby si obraz zachoval fyzikilny rozmer a formalne vyzerala préca

s obrazmi po rozmerovej stranke rovnako ako s origindlmi, je vhodné pouzit Laplace-Carsonovu
transformaéciu.

F(p)=p[ f()e™"dr.

0

Napriek tejto, pre fyzikov pritazlivej transformécii, sa viac pouZiva Laplaceova transformdcia, pre
jej uzky suvis s Fourierovou. Jestvuju eSte d’alSie pouzivané integrilne transformécie — dvojstranna

Laplaceova, Mellinova, Hankelova — ale pre teériu obvodov sa rozsirila najma Laplaceova. Uved'me si
niektoré jej vlastnosti. [Laplaceovym obrazom funkcie f(¢) je F(p) = Z{f(H)}]

1. Veta o linearite

Ak f(r) = Zaifi , potom

Z{f (1) j(zaf(z)Jel"dz Z jf(r)ef”dr Za (p).

2. Veta o zmene mierky (o podobnosti)

L f(an)} = j f(atye™ dr = j F(De T dg/a= F(ﬂ) :
0 0 a a

3. Veta o translacii

Funkcia na obr. 14 sa d4 vyjadrit’ ako f(z — ¢, pretoZe pre t < Jje f(t) = 0. Potom je

L{f(t-0) :'ff(t — e Pdr = If(r)e”’(’“’)dr: e"”’jf(r)e””drz e P’ F(p).
0 0 0

f@®

s~
Y _
/
/
| 9 1
Obr. 14
4. Veta o obraze derivacie
/{M} =| S orrgy =fe™| jf(r)e"”dr =—f(0+) + pF(p).
dr ) dr

Pouzili sme integraciu per partes a f (0+) = lil’(l)’l f(t), t.]. limitu v nule sprava. Pre funkciu nespo-
t—0+

jitd v bodoch ¢, mozno odvodit’ vztah pre Laplaceov obraz

df (¢
{ A )} PED) - (00 = 5,077,
k=1
kde s, je skok funkcie v bode #.
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5. Veta o obraze integralu

Z{j‘ f(z')dz} = Te_"’ [j f(z‘)dz‘]dt = —le"’”j‘f(z')d/<
0 0 4 0

0

oo

t
+lje‘”’f(r)dr=
0 p0

=M+nmjf(r)dr,
)/ t—>00

pouZili sme integréciu per partes, derivaciu integralu podla parametra a vlastnosti % funkcie.
6. Veta o derivacii obrazu

oo

dF(p) d —pt T —pt —pt
=— | f(Oe?'dt=| f()(-t)e P'dr=—|tf (t)e " dt,
v wl { {
teda L ()} =- dI;;p) .

7. Veta o integrale obrazu

TF( p)dp = T[T f(t)e"”dt}dp = T f (;)F e"”dp]dt = Tf (t){%}
P rLO 0 0

p

dr = J.&e_l”dt ,
t
0

p
teda Z{@} = j F(p)dp .
P

Poznamka: vety 4., 5., 6., 7. mozno rozsirit' pre n-ndsobné derivicie a integracie. Odvodenie
ponechdvame Citatel'ovi, resp. dd sa ndjst’ v literattre.

8. Veta o konvolicii (Borelova veta)
Ak Z{f1(H)} = Fi(p) a L{f, (1)} = F2(p), pytame sa na predmet ku si¢inu F(p)- F»(p). Vyndsobime

rovnost’ F,(p) =jf1 (t)e P'dt vyrazom F,(p).
0

F(p)-Fy(p)= [ f,(ne ' F, (p)dr
0

podla vety 3. je e ”'F,(p) =Jf2(T—t)e_”Tdr. Pretoze pre t > 7je f(7—t) = 0 [podmienka, aby f (¢)
0

bola .# funkcial, je

oo

Fi(p)-Fy(p)=| ﬁ(t)[fﬁ(t)e“”Fz(p)df}dt = e"”{ | ﬁ(t)fz(f—t)dt]df=
0 0

0 0

=z{j £,(0) fz(r—t)dt}

0

Integral J.fl O f,(t—1)dt = J fi(t—=1)f,(z)dt sanazyva konvoldcia funkcii f;(¢) a f2(¢) .
0 0
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9. Mnohé problémy sa daju riesit’ pomocou viet o limitach:
a) Vyjdeme z vety 4 o obraze derivicie

lim j F(te™dr = lim[pF (p) - £(0+)],
Py poe

p v integrale na l'avej strane je konstanta, takZe integrand pre p — o je rovny nule. Preto

lim{pF(p)] - f (04)=0.

Vysledok lim[pF(p)| = f (0+) sa niekedy nazgyva aj veta o zatiatotnej hodnote.
poo

b) Podobne ako v predchddzajicom pripade ur¢ime limitu
limJ.f’(t)e_’”dt = lim[ pF(p)— £ (0+)] .
p—0 o p—0
Upravime l'avu stranu rovnosti. V integrale je p konStanta
lim j f(He™de = jf’(t)dt =lim f(t)— f(0+).
p—0 o 0 f o0

Porovnanim oboch stran dostaneme vysledok
lim| pF(p)] =lim f (1) .
ktory sa nazyva veta o kone¢nej hodnote.
c) 51_{2 F(p)= ;1_{130 T f(t)e™?'dt =0 pretoZze p v integrali je konstanta. T4to vlastnost’ dovol'uje rychlu
0

orientacni kontrolu spravnosti urenia F(p) z f(¢).

musime ich definiciu trochu upravit. Vo vsetkych pripadoch budeme micky predpokladat, Ze ide nie
o funkciu f(), ale o f(¢) - 1(¢), pricom jednotkovud funkciu budeme pisat’ iba tam, kde by mohlo prist
k nejednoznacnosti. Odkaz na vlastnost’ n oznacime v texte ,,*n*, ak ide o priklad n, tak ,,prn®.

Priklad 2

D))= j1(¢)e"”dt = je"”dt = {l e_’”:| -1
0 0 p 0 p

Dosledok: Z(K} = Z(K-1(0)} = K- £{1(0)} = &
p

Priklad 3

»%{e”’}z];e“t e P'dr =]:e_("_“)’dt ={— . i - e_’”I = p 1 ~
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Dosledok: Ak a =jw
. *] .
L) = L (cosmt + jsinor} = L {cosor)+ L (sinor) =—— = PHID o4,
p-jo p'+a’

w
3 p a £ {sinwt} = ————

pr+a’ P+t

£ {coswt} =

Priklad 4
Lf()}= £{Aesin (wr + ¢)}; Pouzijeme predoslé vysledky:

#] L pr3 X . 1
) =Im {AeP @9} Tl aeir — L | _jplaeiw PHOHIO |
p+b—jo (p+b)°" +w

ip (p+Db)sing+ @cosg

=Ae’
(p+b)? +w°
Priklad 5
i #6 ) pr3
slren}ieLgfenyT L L 1
dp dp p—a (p-a)
Priklad 6

;Z’{t"} = j t"e P'dt ; zavedieme substiticiu pt = x. Potom t" = (x/p)" a dt = dx/p. Pre n > —1 je

0

n+l

T ng-pt g = LIED
0

Dosledky:
Ak je n celé kladné &islo, tak £{"})=n!/(p"*")

o2y Com)! 1w
%{l‘ }—mpn ;3

. 1 |m
pren=1je gl — 2
U=,
pren=0je ,%’{f”ﬂ:\/i,
D
Priklad 7

. .. [~ sint
Chceme vy¢islit’ integral J —dr.
0t

Zavedieme funkciu Si(r) = J‘:Lm dr (integralsinus)
t

ot pr2 %R
{smt} J* smt dt J* 21 [arctg p] = ——arctg p = arccotg p,
. Pt 2
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° t
L{Sin} =« {js“" }%,{Siv} arcc;gp_

Takze hl'adany vysledok je:

*9b
{JL‘”dt} im {0} = tim [ m}:g
t—>o0 p

Priklad 8. Laplaceov obraz jedného impulzu kone¢nej dizky
Z funkcie f(r) definovanej pre ¢ € (0, o) ,,vyreZeme* impulz koneénej dizky (obr. 15) takto: Najprv
odrezeme Cast’ pre f < t

f@) pre t>¢
pre t<t,

F@OA-1)= {

VO]

h 153 t
Obr. 15

Potom pocinajtc ¢asom #, od¢itame od funkcie f(¢) - 1(¢ — ¢;) funkciu f(¢) - 1(¢ — ), takZe

= Al e _J @ pre te(t, 1)
fa@O=fOWe=1)-f )1 fz)_{o pre (<t at>t,

Fap)= A0} = [[f 010 -1) = F 0 - =1)]e ™ dr =
0

= [lro-ta=-n)le™ di=[lf@-1a=r)le dr.

L [}
Po substiticiach 7=t —t,resp. T=t—1t,

Fy(p)= Z{f,(0}= j F@+)Az)e P dr - j F@+) Az)e P ) dr =

g

=e T L{f(r+)}-e ) L] f(z'+t2)}.
Obycajne v praxi volime f(7) tak, aby bolo #, = 0.

Priklad 8a
Obraz impulzu fy(f) = U — U~ 1(t — T/2) z obr. 16a je

L) = Fp) - a1/} =L mer? LY (1_erm),
p p b
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Priklad 8b

raz impulzu t)—— t+T Z obr. je (substiticia 7=t— T
Ob tzu £, (6) =22 {1t +T/2)] 2 obr. 16b je (sub 12):
#6 #1 #6,1
L{fa)}= v 1 e—ﬂ/z.2U Z{(r+T/2)} = 2;] ( plz —e P2 L} —eP? y;{T/z}j =
%6,1
4{s o o) 2 o)or]
pp p p
U Ur — — — U+ — —
TR t TR t 72
a b c
Obr. 16
Priklad 8¢

Impulz z obr. 16¢ ziskame zloZenim funkciiﬂ , ——— posunute] po Casovej osi o0 T/4 a Ut
T/4 / 4 T/4
o T/2 doprava. Obraz impulzu koneénej dizky je

fA(t)—ﬂ 1) — (r T/4)- 1(t—T/4)+—(t T/2)1t-T/2),

s vyuzitim vety o transldcii (3. veta) a prikladu 6. je

_-pT/4\ 2
F, (P)—4—U—(1 2e” ”T/“+e"”T/2)=4—U[—1 © j )
T p T P
Priklad 9

Periodickii funkciu ziskame tak, Ze impulz koneénej dizky postivame po &asovej osi o k-ndsobok
periddy (k je celé Cislo) doprava (obr. 17a). f(¢) = fa(t) + fa(t = T) + fa(t = 2T) + fa(t — 37T) + ...

%3 2 >
AVIGIES {Zm—m} Z LA fat =KD} =3 e Fy(p)=F (p)Y e =
k=0 k=0

k=0

_ . 1-e T_ F,(p)
—FA(P)]P_T)EI_C_I,T e

Podobne vypocitame pre antiperiodicku funkciu (obr. 17b)

s

Priklad 10

Obraz obdlZnikového napitia (obr. 18a) s pouZitim vysledkov prikladov 9 a 8a je

Ul-e?? U _pT
Fpy=2-—"% TP
pl+e?? p 75
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Obraz trojuholnikového napitia z obr. 18b je (pouzijeme vysledky prikladov 9 a 8c)

4u (1=

F(p)=
piT 1+e7P72
U
a
U_
I T I t
a 2 37
T 2T 3T t
7U_ ]
UA+ U+
b b
T 27 37 t T 7 3L t
2 2
7U_ 7U_
Obr. 17 Obr. 18
Priklad 11

Do obvodu z obr. 12 pripojime v Case t =0 jednosmerné napitie U. Aky je priebeh prudu i(7)
v obvode?

Obvod je opisany rovnicou:
u=0 pre t<0
u=U pre t>0

di(t)

Ri(t)+L
(1) it

+%J.i(t)dt =u kde

V case ¢ = 0 ndboj na kondenzétore a prud cez obvod st nulové, takze i(0+) = 0 a uc(0+) = 0. Laplaceov
. . . . 1
obraz rovnice obvodu je (pri vyuZit{ vlastnosti 1., 4., 5.) (R +pL+—Cj A(p)+i(0+)+u-(0+) = v ,
p p

z toho obraz pridu je:

1= 1 ~ uc v ( 1 ]
Pripret prree PRy L Lpi-p)\p-py PP
pC L LC
. R 1 R . ,
Korene menovatela st p, , = — oL + I E . Podrl'a vysledkov prikladu 3. je
. I &
sin| ¢ TC—E
i(t)=—U e”"—e”“)ge_w“ )
L(p, = p,) L 1 R?
LC 417
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Priklad 12
Obraz prudu v obvode na obr. 12 je podla predoslych vysledkov

Uw Uw P

I(p)= =— :
(p2+a)2)(R+pL+1j L (p2+pR+1j
rC

Priklad 13

Aky je obraz napitia na kondenzitore C v obvode na obr. 19a, ak v okamihu zapojenia zdroja nebol
kondenzétor nabity [uc(0+) = 0]

Pouzijeme postup z kap. 2.2. Vzt'ah pre napitie na kondenzatore je

du(t
u(r) = RC%()+ e (1),
Obrazom tejto rovnice (pouZijeme vety 1. a 3.) je u(p) = RCpuc(p) + uc(0+) + uc(p). Obraz napitia na
P u(p)
kondenzatore je u =
je uc(p) 1+ pRC
R
U
C l U-
2Tt T
e, * O
Obr. 19a

Ur&ime obraz vstupného napiitia. Impulz koneénej dizky uy = U — U- 1(z — T/2) budeme posunovat
o tseky dizky T po &asovej ose doprava:

MA([)ZMA+MA'1([—D+MA'1([—2D+...

y Ul-e?? U 1
Podobne ako v priklade 8. a 9. vypocitame u(p)=— ot —; o2

. Obraz napitia na

1
RC p(p+1/RC)(1+e7?7?)’

kondenzitore je u.(p)=

2.2.4 Spéitna Laplaceova transformacia

V prikladoch 12 a 13 sme neurcili origindly k ndjdenym obrazom. Pomerne jednoduché to bude
v priklade 12, kde F(p) rozloZime na sucet Styroch zlomkov a pouZijeme pritom metddy zndme pri
integrovani raciondlnej lomenej funkcie. Cely d’alsi vypocet je vlastne tiprava zlomkov s vyuZitim
suctovych viet pre harmonické funkcie. Tento postup nemozno pouZit’ v poslednom priklade, lebo
menovatel’ zZlomku nie je polyném premennej p. Tu treba pouZit’ vetu o reziduach.

Ak a je pdl funkcie F(p), tak F(a) — oo, a krivkovy integral k gﬁCF(p)dp = 2mjres, kde C je uzav-
retd krivka obopinajica bod a v rovine p a res je reziduum funkcie F(p) v bode a (koeficient pri ¢lene
1/(p — a) rozvoja F(p) do Laurentovho radu).

V teérii obvodov zvycajne volime za krivku C Bromwichovu cestu, ¢o je Ciara iddca z bodu ¢ — joo

do ¢ + joo, ktora obopina polrovinu Re{p} < c. V tejto polrovine mdZe byt’ samozrejme viacero pélov,
C+joo
teda podl'a vety o rezidudch je % J F(p)dp = Zrez , kde Yrez je sdget rezidui funkcie F(p)e”' v ro-
oo
c—joo

vine Re{p} < c.
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Pri spitnej transformdcii k Laplaceovmu obrazu musime teda hl'adat’ rezidua funkcie F(p)e?'. Pri
rieSeni obvodov zistime, Ze vel'mi Casto sa dd pouZit rovnost’ F(p) = N(p)/M(p), kde M(p) a N(p) su
vd’aka Laplaceovej transformacii holomorfné funkcie. Hl'adajme rezidud (pre vsetky poly) tejto funkcie.

1. Jeden jednoduchy pdl v bode a znamena, Ze je

Np) __ Np) _ A,
M(p) (p-aym(p) p-a

+A +A (p—a)+A,(p—a)’ +...

Z Laurentovho radu uréime reziduum A_, tak, Ze rad vyndsobime korefiovym ¢initelom (p — a) a vypoci-
tame limitu pre p — a

rez(a) = Il;g;[% (p- a)} = lm[F(p)(p - )]

Nie vzdy vieme ur€it’ funkciu m(a) = M(a)/(p — a); vtedy pouZijeme na vypocet limity I’Hospitalovo
pravidlo. Potom

rez@) =D kde Ma)=| P
M’(a) dp |,
Ak je viacero jednoduchych pdlov ay, ay, ..., tak sucet rezidui ziskame opakovanim uvedeného postupu

pre kazdy pdl:

_ N(ak)
Zk:rez(ak)—Zk:M,(ak) .

2. Pre viacnasobny pdl [n-nasobny koren M(p)] je rozvoj funkcie do Laurentovho radu:

N(p) N(p) A, A, 2
= = +... +A+A(p-a)+A(p—a) +...
M(p) (p—-a)"'m(p) (p—a) p—a Ay+A(p-a ,(p—a

Rad vyndsobime vyrazom (p — a)", vysledok (n — 1)-krat derivujeme a poloZime p = a. Vysledok je

n—1 N(P)
(p—a)' —— =(n—1)! A_, addva priamo ndvod na uréenie rezidua:
p=a

dpn—l M(p)
1 d"! » N(p)
A = - — .
= (n_l)!{dpn_l {(p a) M(p)}}p_a

3. Viacero viacnasobnych pélov

Pri rieSeni obvodov bude F(p) = N(p)/M(p) raciondlnou lomenou funkciou, pri€om stupeil poly-
nému N(p) je mensi ako stupenn M(p). Ak korene M(p) su ay, ay, ..., a,, potom mdZeme F(p) vyjadrit
pomocou korenlovych €initel'ov:

m A
F(p)= —,
pr_ak
kde A, uréime podobne ako reziduum v péle ay, t. j.
. N(a,)
A, = lim |[F(p)(p—-a,)|=——"~.
= im lERp —aol=0
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Ak je koren g, jednoduchy, tak A, je vlastne reziduum v tomto koreni menovatel'a. Ked’ je a; viacna-
sobny, je postup trocha zdlhavejsi. Pre k-ty koren, ktory je /;-ndsobny, bude rozklad vyzerat’ takto:

A A A n
My 2y 4+— 4., teda F(p)= ZZ
p-a (p—aq) (p—a)” _ak

.t

) v, v 2 s ! . oz v
Koeficient Ay, urc¢ime tak, Ze F(p) vyndsobime (p — a)’* , urobime /-tu derivaciu a poloZime p = a;:

d[
p Fip-a )., =114,

Ak zamenime (I, — [) a [, tak
1 (lk =0

(4 l)!d = z>[ F(p)p-a)’ ]p =a,

k=
Origindly k tymto obrazom uré¢ime podl'a vysledkov prikladu 3. a vlastnosti 6.

N
je original ()= Z A, e’ = z (@) e,
k x

K obrazu

A A
k obrazu F(p)= —H je origindl 1) = My
(p) Zklzll ey oo fO=2 2.0

(index k sa tyka poradia korefia a / jeho ndsobnosti). Tymto vysledkom sa hovori tieZ Heavisideova
2. veta o rozklade.

Spitnd transformaécia, ako vidite, nie je jednoduchd, ani rychla operacia. Aby sa vyhody Laplaceovej
transformdcie zachovali, pouziva sa pri spitnej transformdcii slovnik Laplaceovych transformaécii,
v ktorom k danému obrazu nijdeme prislusny predmet.

Priklad 14
pi+p+l
pi(p+D*
Menovatel’ ma dvojnasobny korefi p = 0 a trojndsobny koren p = —1. UkaZeme si tri sposoby ako
ndjst’ original.
a) Hladédme rezidua funkcie F(p)e”'. Reziduum v bode p = 0 uréime z vyrazu

Hl'adajme origindl k obrazu F(p) =

_0)2

p=0

2
rez(0) = 1d {LPH el’f(

1dp| p*(p+1)°

Po derivovani a dosadeni za p = 0 dostaneme rez(0) = —2 + ¢. Podobne urc¢ime reziduum v bode p = —1
Z vyrazu

2
renny = L4 {Lﬂ

e’ (p+1)° =l(4e_’+ derte )=2e +re "+ Loer
2! dp? +1)° 2 2

p=-1

Teda origindlom obrazu F(p) je f(f) = 2 +t+e 2+t + 212).
b) Rozklad obrazu na ¢iasto€né zlomky je

2
+p+1 A A B B B
4 p - = Ay ; Ly 2 —+ 3 .
p (p+1) p p- p+tl (p+D)° (p+))
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Konstanty A; uréime tak, e F(p) vyndsobime p*:

+p+1 B B B
%—Ap+A2+p 23
(p+1)° p+1 (p+D° (p+1)

p’F(p)=

Dosadenim p = 0 dostaneme A, = 1. Urcime derivéiciu

2
[pF( )] Qp+D)—(p’ +p+D3(p+1)’ i 4

G\(p).
(1) (p+Dt PP

kde G,(p) je racionédlna lomenda funkcia reguldrna v bode p = —1. Jej tvar by sme nasli derivovanim

vyrazu
B B B
P> L 2 —+ 3 ~ 1.
p+tl (p+D)° (p+)

Bola by to vSak zbyto¢nd ndmaha. Na vysledok nemd Ziadny vplyv lebo sa vyskytuje v sicine s p. Po
dosadeni p = 0 dostaneme A, = -2.
KonStanty B, uréime podobnym spésobom, teda postupnym derivovanim vyrazu

Zyp+l

, p (A A]
(p+D)F(p)=——F"=1+ =|—+ (p+1)>+B,(p+1)> +B,(p+1)+B,.
p P p

LS
p p’
Dosadenim p = —1 dostaneme B; = 1

’ 1 2
[+ F(p)] B (p+1)°Gy(p)+2B,(p+1)+B,

P
” 2 2
[+ F(p)] == (P DG(p)+ 28,

G,(p), Gs3(p) st raciondlne lomené funkcie reguldrne v bode p = —1, o vysledku ale nerozhoduju, lebo
sa vyskytujii v siéine s vyrazmi (p + 1)* a (p + 1), ktoré majii v bode p = —1 hodnotu nula a konstanty
B;si(prep=-1)B,=1,B,=2.

Rozklad na Ciasto€né zlomky vyzera takto:

1 2 1 1

-2
F(p)=—+—+ + +
p p> p+l (p+D> (p+D)’

Néjdeme originél f(¢) = £{F(p)}, ktory je podla vlastnosti 1. rovny siétu predmetov.

! {_—2} =2 (pozri priklad 2),

1 d 1
— ¥ s Ant=1 ( lastnost’ 6),
{ 2} { dpp} { } pozri vlastnos

{L} =2e ' (pozri priklad 3 a vlastnost’ 1).
p+t
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Z vlastnosti 6 uréime:

E % L S S L G
(p+1) dp p+1

VY ! 3 = —i;z :t[lte_’j=ltze_t,
(p+D dp 2(p+1) 2 2

takZe f(f) = =2 + t+2e” + te” +te /2= -2+t + e (2 + 1 + t*/2) o sihlasi s predoslym vysledkom.
¢) ,,Klasicky* sposob rozkladu na ¢iasto¢né zlomky:

2
+p+1 A A, B B B
Y A i W Sl W 3

F =
») p’(p+)> p p? p+l (p+1)2+(p+1)3

rovnost vyndsobime p*(p + 1)’
P Ap+1=App+ 1) +Ap+ 1) +Bp*p+1)° +Bp’p + 1)+ Byp™.

Umocnime, rozndsobime a porovndme koeficienty pri jednotlivych mocninach p na oboch strandch

pt A + B, =0
p’t 3A, + A, +2B, + B, =0
p’: 3A, +3A, +B, +B, +B, =1
p': A +34, =1
p’: A+ A, =1
Z poslednych dvoch rovnic zistime, ze A, = 1, A; = —2. Potom z prvej rovnice B; = 2, z druhej B, = 1

aztretejB3=l,takieF(p):_—2+i+ 2 + 1 -+ 1 -
4 p+1 (p+D” (p+1)

2
p
Dalsi postup je zhodny s postupom v 14b. V tomto priklade je postup c) kratsi ako b), ale situdcia
sa zmeni v pripadoch, ked’ korene budu komplexné. Najrychlejsi je postup a), ktory vyuZiva vetu o re-
ziduéch.
Priklad 15
VyrieSme priklad 11 s pouZzitim vety o reziduach. Hladajme rezidud funkcie

U el
I(p)e” =——— S
D = o= pp-p2)

Jej poly stip, ap,.

U e
res = lim|(p-p)I(p)e? |=——F—,
()= lim[(p=p)Ipe" =7 b =p)
U e
res = lim|(p-p,)I(p)e’ |=———.
(p2) = lim[(p=p)I(p)e” | = TS
el _ Pt
Prud, ktory tecie obvodom je i(¢) = zﬁ, ¢o zodpoveda vysledku v priklade 11.
P>~ D
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Priklad 16
Aké je napitie na kondenzatore v obvode z obr. 12 Pouzijeme vysledok z prikladu 12:

ue(p) =~ 1(p) =~ 1 S 1
¢ pC LC p’+@’ p°+pR/L+1/LC LC p*+& (p-p)(p-p,)

.. .. . 1
PouZijeme vlastnost’ 1 a 8, lebo origindly k funkcidm F|(p) = aF(p=——"—"-""—
(p-p)(P-py)
U eli]f _ el’z’
(priklad 3 a 11) uZ pozndme: f,(f) = sin@t; f,(t)= fﬁ . Podl'a vety o konvoldcii (veta 8) je
P,—D;
! j p(t-7) _ eP> (t-7)
fo= Ifl(r)fz(z —7)dr= jsin wrs——° dr=
0 0 (p1—P>)
. w . (4]
sin| wt —arctg— | sin| wt —arctg— , .
D ) el’1 el’z 1
= 2, 2 - 2, 2 t ot :
P+ p, +@ P+ p, +@ |p —p,

Casto treba v praxi je vypoéitat’ napitovy prenos obvodu. V tomto priklade to je

Kpy=te® U 1
u(p) LC (p—p)(p-p>)

Obraz napétia na kondenzatore je
A A A A
1 2 3 4

Uw
uc(p)=———5 K(p)=——"—+—"= — ——.
p +o p-Jjw p+jw p—-p, p—p;

Prvy a druhy clen zodpovedaju ustdlenému stavu, treti a Stvrty prechodovému deju, ktory s casom
exponencidlne zanikd a po péatnasobku casovej konétanty ho mdZeme povazovat’ za nuIOV}’/

U U
Uréime A, = hm ———K ®). Podobne A :———K w). Ko
“C(P)(P jo) IC 20 (jo). 2 LC 2o (-jw). K(jo)

a K(-jw) su komplexne zdruzené. K(jw) sme dostali z K(p) ndhradou p — j, to znamend prenos har-
monického signdlu. MdZeme pisat’ K(jw) = K(0)e”'?, kde K(w) nazyvame amplitidova a ¢(w) fazova
kmitoctova charakteristika. Tieto vieme urcit’ aj pomocou symbolicko-komplexného zobrazenia. Zme-
nou p & jw mdzeme ,,prechddzat’ “ z jednej operatorovej metédy do druhej.

Skimajme teraz linedrny obvod, ktory prendsa signdl bez tvarového skreslenia. Zachova jeho spek-
tralne zloZenie, zmeni mu iba velkost’ a cely ho o nejaky ¢as 7 oneskori. Odozva na vstupny signal
ui() bude u,(f) = K-ui(t — 7). Obraz vystupného napitia je u,(p) = Kuy(p)e™*. Napitovy prenos je
K(p) = Ke™". Pre harmonické napitia (p — j@) fdza s Casom linedrne narastd @(w) = —wt. Vysledok
dovol'uje kvalitativne posudit’ skreslenie obvodu z jeho fazovej charakteristiky.

Priklad 17
Obraz periodickej funkcie f(7) je F(p) = Fa(p)/(1 — e™") (priklad 8). Ak tomuto obrazu spiitne pri-
radime predmet f(¢), plati:

1 ct+jw FA (p)ept
{)=—— e — .
£ ZK'C_JW AP g
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Fy (p)e”

e Pre pély je splnend rovnost 1 —e™® = 0. Tej vyhovuji hodnoty

Néjdeme podly funkcie "
-e

piT =2kmj, t.j. pr=jkQ, k=0, £1, £2, ... Podl'a vety o rezidudch originél periodickej funkcie je

f()= Zres—z hm{ A(”) " JkQ):| " lim M—Z—F (k) e

: -pt
“ pop L poike pe? =T

Na vypocet limity sme pouZili I’'Hospitalovo pravidlo. Vysledok je vlastne Fourierov rad v komplex-
nom tvare (ods. 2.2.2), kde koeficienty radu su

a, —ib 1 .
o = B0 2J L= k).

takze pre koeficienty a; a b plati

2 ) 2 . 2
a, =?Re{FA (§19)) A :_?Im{FA (k)}, 4o :?FA 0).

Vypoéitame rozvoj obdiZnikového priebehu z obr. 18a do Fourierovho radu. Obrazom impulzu

dizky jedného kmitu fy(f) = U — 2U-1(t = T/2) + U-1(t = T) je Fa(p) = U(1 — e?")*/p. Uréime koefi-
cienty ¢lenov Fourierovho radu:

2 2U . U U U
ZF (jkw) =—(1-e*"*| = (1= coskn + jsin kn)? = —— (1 —coskmn)? = —[1— (=1)*T*;
4 (jka) Tjkw( f el jonkr* =< Pl

T

p . 2 .
pre parne k=2lje T F(jkw)=0
pre neparne k=2l+1je 2F(jka))=.4—U.

T j2I+Dx
PR ‘x 4U 1 , Do o
Rozvoj md iba sinusové ¢leny b,,,, =— a1’ [=0, 1,2, ... Vztah pre rozvoj obdlZznikového napitia
T +

s amplitidou U v zdvislosti od Casu je

AU & sin (2k +1)ax
H=—) ———
7 ;) 2k +1

Priklad 18
Budeme pokracovat’ v priklade 13 a ur¢ime napitie na kondenzatore v obvode z obr. 19a.

t
eP

RC p(p+1/RO)(1+e772)

Mame urcit’ original k obrazu F(p) = . Rutinné poufZitie vety o rezi-

duéch vedie k vysledku:

—t/RC o Pt
MC(I):Q_U —pT/2+Z . Ue )
2 l+e = nj+2k)1+ p,RC)

v ktorom sucet radu kladie neprimerané néroky ¢as vypoctu.
Lepsie je vychadzat' z obrazov periodickych funkcii. Vyraz 1/(1 + e ?"%) znamen4 antiperiodickd
funkciu vytvorenii postiivanim o 7/2 impulzu kone¢nej dlzZky a si¢asnym striedanim jeho polarity:

() = falt) = fat = TI2) At = TI2) + falt = T).A(t = T) = fut = 3T/2) . A(t = 3T/2) + ..

—1/RC
).

U 1
Obraz impulzu kone¢nej dizky je F(p) = ————, ¢omu zodpoveda origindl ux(f) = U(1 — e
p j dlzky je F(p) = RC p(p +1RC) p gindl ux
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Po n opakovaniach bude napitie na kondenzétore

u-(t) = Uzn: (=¥ [1 - e_(’_kT/z)/RC] =U I+ U e'/RC Zn:(—l)k oT/2RC _

k=0 2 k=0
_u 1+ (_1)n U e—f/RC (_1)n+1 e—(lH—l)T/ZRC_l
2 1+¢"/R¢

Cas r mdZeme vyjadrit’ aj inak: t = 7+ nT/2, kde 7 € {0, T/2). Napitie uc(f) bude mat’ tvar

1+(_1)n ~ e_z-/RC (_1)n+1 _e—(n+l)T/2RC

T/RC

up(t)=U U

1+e

V rozsahu jednej polperidédy ide o exponencidlne priebehy s casovou konstantou RC. Do ustidleného
stavu [(n + 1)T/2RC > 5] sa obvod dostane zhruba po Case t = nT > 10RC (obr. 19b).

U

Obr. 19b

2.3 Kirchhoffove pravidla a Ohmov ziakon

Uvahy o rieSeni obvodov sme robili s ml¢anlivym predpokladom, Ze ide o obvody so sistredenymi
parametrami. Tohto obmedzenia sa budeme drZat’ aj nad’alej a zdoraznime este, Ze ide o kvazistacionarne
potencidlové polia. Skor ako si uvedieme niektoré zdkonitosti, musime zaviest’ niekol’ko novych pojmov.

2.3.1 Zakladné topologické pojmy

Elektricky obvod je fyzicky realizovany alebo realizovatel'ny utvar. Fyzikdlny model takéhoto ob-
vodu je opisany sustavou rovnic — matematickym modelom. Schéma elektrického obvodu je topologic-
kym obrazom tychto modelov. Skladd sa zo siboru navzdjom pospdjanych schematickych znaciek
idedlnych prvkov. Miesto styku dvoch alebo viacerych prvkov nazveme uzol obvodu. V schéme uzol
znazoriujeme malym krizkom (obr. 20) a prirad’ujeme mu potencial. Cast’ obvodu medzi dvoma uzlami
nazveme vetva obvodu a v schéme zobrazuje prud (obr. 21).

Obr. 20 Obr. 21
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Smer pridu vo vetve oznacujeme Sipkou. Jeden uzol vetvy moZzeme zvolit’ za pociato¢ny, druhy je
koncovy. Tym sa vetva stala orientovanou, pricom jej orientdcia nemusi suhlasit’ so smerom pridu
(v nej. Ak v danom ¢asovom okamihu sthlasi orienticia vetvy so smerom jej prudu, hovorime o kladnej
okamZitej hodnote vetvového pridu, v opacnom pripade o zapornej hodnote. Skratene budeme hovorit
o kladnom a zdpornom pride.

Rozdiel okamZitych hodn6t potencidlov uzlov vetvy nazveme okamzitym vetvovym napétim — skra-
tene napitim vetvy. Pravidla o orientécii napitia a vetvy si rovnaké ako v pripade prudov vetvy.

Stav elektrického obvodu je tplne urceny, ak v kazdom ¢asovom okamihu pozname okamzité
hodnoty potencidlov vSetkych uzlov a okamZité hodnoty vsetkych vetvovych pridov.

2.3.2 Kirchhoffovo pravidlo pre priady (1. Kirchhoffov zdkon)

Lubovolny z uzlov obvodu obklopime myslenou uzavretou orientovanou plochou S (obr. 22). Cez
Cast’ plochy dS vytekd zvnitra von prad dI = i(7).dS. i(¢) je vektor prudovej hustoty, ktory je nulovy

vSade mimo prierez vodi¢ov. Celkovy vytekajici prid z uzla je §i ®).dS = ZI (D).
S k=1

uzol redlneho obvodu topologicky obraz uzla

Obr. 22

S
Pre kvazistaciondrne polia je divi(t) = 0, preto je

D I (1)=0.
k=1

To je matematicky zépis Kirchhoffovho pravidla pre pridy: Stacet vsetkych okamzitych hodnét vetvo-
vych pridov uzla je rovny nule. Oby€ajne sa pridy, ktoré do uzla vstupujd, povazuji za kladné, vyte-
kajuice za zaporné.

Podl'a Gauss-Ostrogradského vety je iﬁi(r).dS = J. divi(¢)dr, kde V je objem obklopeny plochou S.
14

2.3.3 Kirchhoffovo pravidlo pre napitia (2. Kirchhoffov zdkon)

Zoberme I'ubovolnych m uzlov obvodu, ktoré su spojené vetvami do uzavretej slucky. Cez tieto uzly
preloZime myslent uzavretd orientovand drahu (Ciaru) /, ktord prechadza tesne po povrchu vodicov
a prvkov, ale mimo ich objem (obr. 23). Po¢itajme pozdiZ tejto &iary integral $ E(t).dl . Drahu mdZeme
rozdelit’ na useky, tvorené jednotlivymi vetvami. Z vlastnosti vodicov a prvkov vyplyva, Ze § E(¢).dl
pozdiZ jednej vetvy je rovny okamZitej hodnote vetvového napitia U(r). Podla Stokesovej vety je

v

$E(t).dl = [rotE(7).dS , kde S je plocha obkli¢end drdhou /. Pre kvézistaciondrne potencidlové polia
je vSak rot E(r) = 0, takZe

S U, (=0,
k=1
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Obr. 23

Kirchhoffovo pravidlo pre napdtia teda mdzeme vyslovit’ takto: Stucet vSetkych okamzitych hodndt
vetvovych napiti uzavretej slucky obvodu je rovny nule.

2.3.4 ZovSeobecneny Ohmov zakon

Vyberieme z obvodu ndhodne jednu vetvu (obr. 24). Napitie vetvy

. dity 1¢.
w(t) = u, (1) =1, (1) = g + e+, =Rl(t)+L;—(:)+EJ.l(t)dt.

R L ;&
w0
Obr. 24

Podiel u(#)/i(f) = Z nazyvame impedancia (zdanlivy odpor) vetvy, i(t)/u(t) = 1/Z = Y nazyvame
admitancia (zdanliva vodivost) vetvy.

Pojem odporu z Ohmovho zdkona sme rozsirili na prvky, ktoré striedavym priadom kladd konec¢ny
odpor.

Na zéklade vlastnosti symbolicko-komplexného zobrazenia a Laplaceovej transformdacie, moZeme
lahko vsetky vyssie uvedené zdkony napisat’ v operdtorovom vyjadreni.

symbolicko Laplaceova
Poucka komplexné .
. transformdacia
zobrazenie
Kirchhoffovo pravidlo pre prudy >I,=0 2I(p)=0
Kirchhoffovo pravidlo pre napdtia |>U,=0 2U@p)=0
Zovseobecneny Ohmov zdkon ?KZ z Z;‘Zi IZ/((ig z%g;/)gg)
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Preskimame vztahy medzi pridmi a napétiami a ich symbolicko-komplexnymi a Laplaceovymi
obrazmi pre idedlne prvky z obr. 25. Zagiatoéné podmienky i(0+) = 0, u(0+) = 0. Napitia a prdady nech

st pre jednoduchost’ harmonické veliiny.

R L i C o
>—] >« »—r' Y Y g >—"—>—< i = Isinwt
—_— —_— —
Up U, Uc

Obr. 25
Odpor
ugr(t) = Ri(t) = RIsin ot = Usin ax

obrazy su

Ug = R1I
Z=upli=R
Cievka

u(t) = Ldi(t)/dt = w LIcos ax = Usin(ax + 7/2)

obrazy sd
i=1
u;= J ali
Z=joL
Kondenzator

u (1) = %j i(t)dr = —é cos @ + uc(0+) = Usin (ax — 10/2)

obrazy su
i=1
u=iljoC
Z=1joC

U=RI p=0

[
=1

i(p) P

u(p) = Ri(p)

Z(p)=R

U=wLI Q=2
[

P

i(p) P

u,(p) =pLi(p) - Li(0+)

Z(p) =pL

U=-llaC p=-1/2
[

P

i(p) P

uc(p) = ip)IpC + uc(0+)

Z(p) = 1/pC

S obrazmi impedancii a admitancii pracujeme forméalne rovnako ako by to boli odpory a rovnako

platia aj pravidl o sériovom a paralelnom spéjani impedancii.

Priklad 19
Urcime obrazy impedancii obvodov z obr. 26.

. 1,
a) u=lR+E'[ld[
u=iR+iljoC

Z=uli=R+ l/joC

u(p) = Ri(p) + i(p)IpC
Z(p) =R + 1/pC
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b) u=i1R=Ldi2/dt i=i1+i2

h=ulR 2= LdZ/dt

i=i +i=ulR+uljol i(p) = u)R + u(p)lpL
Y=ifu=1R+1joL Y() = UR + 1pL
Z=1/Y=joLRIR +jaL) Z(p) = pLRI(pL + R)

=

Obr. 26

.....

tejSie stretneme.

Pre veliiny Z a Y eSte bliZSie vysvetlenie. Vo vSeobecnosti si to komplexné &isla (Z = R + jX;
Y = G + jB) a nazyvaji sa komplexna impedancia resp. admitancia. Redlna cast’ R (G) je rezistancia
(konduktancia), imagindrna ¢ast’ X (B) ma nazov reaktancia (susceptancia).

Priklad 20

Aké je napitie u, v obvode na obr. 277

Zo zadania problému je zrejmé, Ze nds zaujima ustdleny stav. PretoZe zatial pozndme iba Ohmov
zakon a Kirchhoffove pravidld, vyjdeme z nich. Jedna z moZnych sustav piatich nezavislych rovnic pre
pat neznamych iy, i, i3, U, U, je:

u;—u=iR, u=(1/C))Jisde u—u, = (1/Cy) irdt

Uy, = isz i1= i2+i3

Ryl | |uo

u; = Usin ot

i 4 i 3

Obr. 27

PrepiSeme tieto rovnice pre obrazy v symbolicko-komplexnom zobrazeni, pricom obraz napétia zdroja
u,= U.

u,—u=iR, u=i3/ja)C1 u—u0=1/ja)C2
U, = i2R2 il = i2 + i3

Z prvych troch rovnic ur¢ime obrazy pridov a tie dosadime do rovnice Stvrtej a piatej. Dostaneme
dve rovnice:

u,= (u — Uy )_] C(EZR2
(w; —u)G = (u — u,)j WCr+ ujawC,
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Upravime ich na tvar
u =u,(1 +joC,Ry)jwC,R,
u,= u(l +j(UC2R1 +j(0C1R1) - uoja)C2R1

Vylicime u dosadenim prvej rovnice do druhej. Dostaneme rovnost’

. {1+ij1€1+ij1€2(

= 1+ jwR,C,)— jwR,C
J0R,C, JOR, 2) J 12:|

z ktorej 'ahko uréime

JoR,C, u

1

u.
uo = ui 5 - = - = 3 1 3
1- @R R,C,C, +jo(RC,+R,C,+RC,) R+jX R*+X

(R—jX)

s P . U . X » _ .
Napitie u, v ustdlenom stave je u, = ﬁsm ot — arcth ; R a X urime z predosSlej rovnosti.
R+ X

Postup je prosty, zrozumitelny, ale vobec nie kratky, hoci obvod je pomerne jednoduchy.
Na zostavovanie rovnic sme vyuZili vlastne iba Ohmov a Kirchhoffovo pravidlo pre pridy. Ak

Pre uzly Kirchhoffovo pravidlo pre prady:
i| =i+ i3 ip =y ip = ip; ip +i3=1j;
Pre uzavreté slucky obvodu (su tri) Kirchhoffovo pravidlo pre napitia:
—u; + (1R, + (1/C) [izdr = 0
—u; + 1Ry + (1/C) [irdt + iR, = 0

(1/C)irdt + inRy — (1/C)) [isdt = 0
Ohmov zakon
u=(1/C)izdr Uy = i-R,

Dostali sme devit rovnic pre pit’ nezndmych. Na prvy pohlad je zrejmé, Ze zo Styroch rovnic pre
Kirchhoffove pravidla pre pridy st okrem prvej vSetky zavislé. Zavisld je aj tretia rovnica pre Kirch-
hoffove pravidld pre napitia, pretoZe ju dostaneme odc¢itanim prvej od druhej. Vylicenim zavislych
rovnic dostdvame opit’ sustavu piatich rovnic s piatimi nezndmymi a jej rieSenie je zhodné s predcha-
dzajucim prikladom. (Presvedcte sa).
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3 VSEOB];CNF: METODY ANALYZY OBVODOV
V USTALENOM HARMONICKOM STAVE

.....

optimadlnej sustavy nezdvislych rovnic.

Majme obvod, v ktorom je n uzlov a m vetiev a zname su parametre vSetkych prvkov. Pocet nezna-
mych je: m pridov pre vetvy a n potencidlov pre uzly. Na urcenie vetvového pridu je potrebné poznat’
vetvové napitia, teda rozdiel potencidlov uzlov. Zakladny potencidl (nulovy) mdZeme volit’ lubovolne.
Pretoze pri rieSeni obvodov obycCajne nezdlezi na absoldtnych hodnotich elektrickych potenciélov,
modZeme potencidl jedného uzla (vhodne vybraného) povazovat’ za nulovy, a potom pracujeme s napé-
tiami n — 1 nezavislych uzlov.

K vysledku, Ze z n uzlov obvodu je nezavislych iba n — 1 sa m6Zeme dostat’ aj inak. Pre n uzlov sa
déa napisat’ podl'a Kirchhoffovho pravidla pre pridy » homogénnych rovnic. S¢itajme tieto rovnice.
Pretoze kazdy prid z nejakého uzla vytekda a do nejakého uzla vtekd, bude sa na l'avej strane stictu
rovnic vyskytovat’ s kladnym aj zdpornym znamienkom. TakzZe vysledok sictu n rovnic pre uzly bude
0 =0. To ale znamen4, Ze rovnice su linedrne zavislé a mozno z nich ziskat’ najviac n — 1 nezdvislych
rovnic.

Na tplné urcenie stavu obvodu s n uzlami a m vetvami potrebujeme m rovnic pre vetvové prudy
an—1 rovnic pre napitia uzlov. PouZitim zovSeobecneného Ohmovho zdkona vieme z vetvového
prudu a impedancie vetvy urcit’ vetvové napitie. Pomocou Kirchhoffovho pravidla pre pridy mdZzeme
zostavit' n — 1 rovnic, takZe potrebujeme eSte zostavit’ na zaklade Kirchhoffovho pravidla pre napitia
m — n + 1 rovnic. Musime vediet’ ndjst’ v obvode m — n + 1 nezdvislych sluciek. Obycajne ich ndjdeme
viac, preto bude pocet nezavislych rovnic, opisujicich obvod, vZdy mensi, ako pocet rovnic, ktoré mo-
Zeme zostavit’ s pouzitim Ohmovho a Kirchhoffovych pravidiel. TakZe netreba tieto zdkony aplikovat’
na vSetky uzly, vetvy a slucky, ale iba na niektoré. Z praktického hl'adiska je vyhodné urcit’ si ich vopred.

K dalsiemu vSeobecnému rozboru obvodu si zavedieme pojem grafu obvodu. Dostaneme ho tak,
7e v schéme nahradime vetvy s nenulovou impedanciou ¢iarami (obr. 28b), ktoré vlastne zobrazuju
vetvové pridy. Graf obvodu ndm sprehl’adiiuje jeho topoldgiu z hl'adiska rozlozenia priadov a napiti.

Z obr. 28 napr. zistime, Ze v obvode je celkove 12 uzavretych sluciek. PretoZze obvod mé 4 uzly
a 7 vetiev, budu iba 4 slucky (=7 — 4 + 1) nezavislé. Tie su sice v grafe zreteI'né na prvy pohlad, avsak
z hladiska rieSenia obvodu moze byt optimélny sibor inych Styroch sluciek. Pre nas je ale dolezity fakt,
7Ze vsetkych n uzlov v obvode mdzeme spojit’ n — 1 vetvami tak, aby netvorili Ziadnu slu¢ku. Tomuto
stiboru vetiev hovorime uplny strom (Gplny preto, Ze sa vzt'ahuje na cely (iplny) vySetrovany obvod).
Pridanim hocijakej d’al$ej vetvy k stromu vznikne slucka. Stbor vetiev, ktoré nepatria do dplného
stromu nazyvame systém nezavislych vetiev a je ich prave m —n + 1.

—1

O

1
T

Obr. 28
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Uplnych stromov mdZe byt viacero. Napriklad obvod, a teda aj jeho graf z obr. 28, ich mbZe mat
celkove 23 (obr. 29).

;ﬁjjl (le;_'TH

) L]
Quc oy ddy

Pouzitie Kirchhoffovych pravidiel nam teda umoznuje zostavit’ m nezavislych rovnic pre m vetvo-
vych priadov. Pomocou Ohmovho zdkona zistime aj vetvové napitia, takZe stav obvodu mdme plne
opisany. Ukazeme si d’alej, Ze na tiplné uréenie obvodu je zbyto¢né riesit’ m rovnic, tento pocet budeme
moct zniZit.

3.1 Metéda sluckovych pradov

V obvode s n uzlami a m vetvami je m — n + 1 nezavislych vetiev a prave tol’ko nezavislych sluciek.
Pre kazdi slucku mézeme zaviest’ slu¢kovy prid. To je prid nezdvislej vetvy slucky, o ktorom pred-
pokladdme, Ze tecie celou sluc¢kou. Slucka je tvorend jednou nezdvislou vetvou a niektorymi vetvami
uplného stromu, ktoré su zavislé. Tieto zavislé vetvy sui spolo¢né viacerym slu¢kam, preto podla prin-
cipu superpozicie je prad v zavislej vetve rovny sictu sluc¢kovych prudov vsetkych sluciek, ktorym je
zavisla vetva spolo¢nd. Skuto¢ne nam teda staci poznat' m — n + 1 priadov nezavislych vetiev, aby sme
vedeli urcit’ Gplny stav obvodu.

Priklad 21. Aky prud te¢ie cez odpor R, v obvode z obr. 30?

m

1O

I—f—|

R4-|-

Obr. 30

V tomto obvode je 7 vetiev a 4 uzly, preto podet nezdvislych vetiev bude 7 — 4 + 1 = 4. Uplny strom
obvodu vyberieme podl'a obr. 30a, nezavislé vetvy tvoria s tymto stromom 4 slucky (obr. 30b).

Slucky a ich orienticia — smery sluckovych pridov — st oznacené orientovanymi Ciarami. Z prak-
tického hl'adiska, ako uvidime d’alej, je vyhodné volit’ orientdciu vsetkych sluciek rovnakd.
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Smery pridov nezdvislych vetiev a orientdcie sluciek, a teda aj sluckovych pridov, sd suhlasné.
Prid cez odpor R, bude i, — i5 (alebo i3 — iy).

Pouzitim Kirchhoffovho pravidla pre napitia mozeme pre slucky napisat’ Styri rovnice. Aby sme sa
vyhli integralno-diferencidlnym rovniciam, piSeme uZ priamo rovnice pre obrazy v symbolicko-kom-
plexnom zobrazeni.

1. slucka iR+ R, + 1/joC, + Ry) —ix(R, + 1/jCy) — 4R, = u
2. slucka —i\(R, + 1/@Cy) + iR, + 1/jwC, + R, + R,) — ixR, = 0
3. slucka —i>R, +i3(Ry + 1j@C, + R,) — ia/j0C> = 0

4. slucka —i\R; — is/j0C + iy(Ry + 1/j0C5) = 0

Na vyrieSenie tejto sdstavy Styroch rovnic mdzeme pouZit' niektord z metdd znamych z algebry,
napr. Cramerovo pravidlo.

3.2 Metéda uzlovych napéti

Vseobecne je potencidl kazdého uzla obvodu iny. Zvycajne nas nezaujimaju ich absolitne hodnoty,
ale uzlové napitia. PretoZe rovnice pre vSetky uzly su linedrne z4vislé, volime jeden uzol za zdkladny a
jeho potencidl zvolime rovny nule. Potencidly ostatnych uzlov pocitame voci tomuto referenénému
uzlu, takZe d’alej uZ pracujeme s napitiami uzlov. Ak by nds predsa len zaujimali absoldtne hodnoty
potencialov (voci potencidlu v nekonecne), tak ku vSetkym uzlovym napitiam pripocitame absoldtny
potencidl referencného uzla.

V metéde uzlovych napiti teda pracujeme s n — 1 napétiami uzlov, z ktorych vieme urcit’ vSetky
vetvové napitia a teda aj vetvové prady. Na kazdy uzol okrem vztazného pouZijeme Kirchhoffovo
pravidlo pre prady.

Priklad 22. RieSme predosly priklad metédou uzlovych napéti (obr. 31).

L3

/ ul\T

uG

e 1

o

Uy

Obr. 31

Za referen¢ny mozeme zvolit” ktorykol'vek z uzlov. Zo zadania tlohy casto vyplynie, vol'ba ktorého
je z hladiska jednoduchosti rieSenia optimalna. Uzly 2 a 4 si zdvojené, ale skrat medzi nimi spdso-
buje, Ze kazdd dvojica md ten isty potencidl. Za referencny uzol zvolime Stvrty, takze u, = 0.

Na uzly pouzijeme Kirchhoffovo pravidlo pre pridy a piSeme uZ priamo rovnice pre obrazy (pridy
chdpeme ako vytekajuce z uzla):

u, —u
1. uzol u-wG+———2 +(u, -u,)G, =0
(= a0) R, +1/ja, (@ ~u,)G,
2. uzol BT L —u)G, + (u, — 0) (G, + jC,) =0
. R1+1/-]C(x:1 2 3 z 2 2 2

3. uzol (s —u)Gs + (w3 —uy))G,+ (U3 — 0)G, =0
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V tejto metéde byva prospesné zaviest’ namiesto napitovych modelov zdrojov ich pridové modely
(obr. 31b). Vtedy prudy pridovych zdrojov vystupuji na pravych strandch rovnic. V naSom priklade
sa zmenf{ rovnica pre 1. uzol

u t+u,

uG+——2_
"R +1joC

+@, —u;)G=uG

Uzol tvoreny stykom odporu R a kondenzéitora C sme v priklade vypustili, ¢im sme sa zbavili
jednej premennej a tym aj jednej rovnice. Podobne sme sa mohli zbavit' v metdde slu¢kovych pradov
slucky tvorenej odporom R a kondenzdtorom C a zaviest impedanciu ich paralelného spojenia.

Zostavenu ststavu troch rovnic opit’ rieSime niektorou zo znamych metéd.

3.3 Metddy na ¢iastocné rieSenie obvodov

V praxi sa oby€ajne nezaujimame o vSetky uzlové napitia a vetvové prady, ale len o niektoré. Na
takéto Ciastocné rieSenie boli vypracované viaceré postupy, ktoré sa nazyvaji vety alebo principy. Me-
nujme tie, ktoré sa v literatire vyskytuji najCastejsie:

princip superpozicie veta Tellegenova
reciprocity Cohnova
kompenzécie Bartletova
nahradného zdroja dvojpdlova
duality Stvorpd6lova

Vsetky tieto poucky majd tvar vSeobecne platnych pravidiel a ich vhodné pouZitie predstavuje
v rieSeni obvodu skratku, ktorou sa rychlo dostaneme k ciastkovému rieSeniu. Viacndsobnym pouzitim
i viacerych pouciek mo6zeme potom uplne riesit’ obvod v prijatel'ne kratkom case.

Pri rieSeni obvodov Kirchhoffovymi rovnicami, metédami uzlovych napiti a sluckovych pradov sa
problém obycajne redukuje na rieSenie stistavy linedrnych algebraickych rovnic pre obrazy pridov a
napiti. Na ich rieSenie boli vypracované r6zne maticové metddy, metddy grafov a pod. Maticova met6da
viedla k vytvoreniu tedrie dvojbran (Stvorpélov). Kazdd z tychto metdd je dnes rozpracovana do
rozsiahlej tedrie a mé svoje opodstatnenie a optimdlne vlastnosti pre isty okruh problémov. Autori tychto
ucebnych textov si toho ndzoru, Ze je lepSie zvladnut’ jednu metédu ddkladne tak, aby umoZznila dopraco-
vat’ sa v rozumnom ¢ase k pouzitel'nému vysledku, neZ poznat’ Siroké spektrum met6d len povrchne.

Z vymenovanych viet a principov sme uZ niekol’ko raz pouZili princip superpozicie. Dalsi, v praxi
vel'mi uzitoény je princip nahradného zdroeja, ktory pochddza od H. Helmholtza a neskdr bol znovu
objaveny L. Théveninom, s menom ktorého sa najcastejSie spdja. O ¢o ide?

Velmi Casto sa zaujimame iba o prid v jednej vetve obvodu. Tito vetvu moZeme povazovat za
zat'az (spotrebi€) a zvySok obvodu povazujeme za zdroj. Cely, hocijako komplikovany obvod, nahra-
dime jednoduchym modelom, ktorym je napétovy alebo pridovy zdroj so zat'azou (obr. 32)

Obr. 32

Théveninova veta tvrdi, Ze E, je rovné napitiu na uzloch a, b obvodu naprizdno, t. j. pri odpojenej
vetve Z. Impedancia Z; je rovnd impedancii obvodu medzi uzlami a, b, pricom idedlne zdroje napitia
v obvode si nahradené skratmi a ideédlne zdroje pridu si odpojené (v oboch pripadoch zostavaji vnu-
torné odpory redlnych zdrojov bezo zmeny v obvode).

Pretoze vieme nahradit’ napdtovy model zdroja pridovym, mozno vyslovit’ podobnu vetu pre pra-
dovy zdroj. Té4to veta sa v literatire uvddza ako Nortonova veta a tvrdi, Ze I je rovny pridu cez vetvu
Z nahradenu skratom. Pre impedanciu Z tvrdi to isté ¢o Théveninova veta.
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Pre nés je vyznamny dosledok tychto viet, a to fakt, Ze pomer napitia naprazdno na nejakej dvojici
uzlov obvodu a skratového pridu tejto dvojice je rovny impedancii obvodu z hl'adiska vybranej dvo-
jice uzlov.

Priklad 23. RieSme obvod z obr. 27 pomocou Théveninovej vety. Z obvodu vyberieme odpor R,
(obr. 33). Napitie naprazdno je

u 1 u;

" R +1/jaC, joC, 1+ jaRC,

I_o —
R a 1 Ry
! C2 700 T THie0R,

b
o

E,

Obr. 33 Obr. 34
Zdroj u; nahradime skratom a impedancia medzi uzlami a, b je

__ L, RjjeCc_ _ 1 R
' joC, R +1/joC, jwC, 1+jwRC,

Obvod z obr. 27 nahradime modelom s Théveninovym ndhradnym zdrojom (obr. 34).

V dvahe a na obr. 34 sme sa dopustili niekol’kych ,,chyb“. O obrazoch napitia a impedancii sme
hovorili ako o napéti a impedancidch a podobne na obr. 34 sme pouZili schematické znacky idedlneho
zdroja napitia a impedancie pre ich obrazy. Je to sice nespravne, ale kde nemdze prist’ k omylu je tento
skratkovy postup v praxi bezny. Netreba vymyslat d’alSiu sadu znaciek pre obrazy parametrov
stuciastok a usetrime si mnohondsobné opakovanie slova obraz.

Napitie na odpore R, uz uréime I'ahko:

u = E\R, _ u; R, _

° Z,+R, 1+1/joRC, 1joC,+R /(1+1/joRC))+R,

_ R)joC, - JOR,C, u
1+ joRC, +joR,C, +joR,C,(1+joRC,) ' 1-&’RR,C,C,+jo(RC,+RC,+R,C,)

¢o je vyraz zhodny s vysledkom z prikladu 20.

K tomu este dosledok: Z vysledného vztahu pre napitie (alebo prud) niektorej vetvy obvodu, ku
ktorému sa moZeme dostat’ nejakym inym spdsobom, sa dajui 'ahko urcit’ parametre ndhradného zdroja.
Napr. z vysledkov prikladu 20 vyratame:

E,= limu,=u 160G, =
O Ro= 0 T @RCC, +joC, 1+jaRC,
I,= lim Yoo W15

®R-0R,  1+j@(RC, +RC,)

_E, _1+jo(RG+RC) _ 1 R

"I, joC,(+joRC) joC, 1+jeRC,

¢o sa zhoduje s rieSenim v priklade 23.
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Niektoré skratkové postupy je vhodné si pamitat’, pretoZe sa tym urychli rieSenie obvodu, alebo
pri ¢iastocnych analyzach umoZznia obist’ zdlhavé pocitanie. Niektoré vysledky sme uZz pouZili.

Sériové radenie impedancii

Z\, 7, ...,Z, (obr. 35) moZeme nahradit’ jedinou impedanciou. Vsetkymi impedanciami preteka
ten isty prud, vysledné napitie na sériovom spojeni impedancii je rovné sictu napiti na jednotlivych
impedanciach.

u=iZ,+ilo+...+il,=iZ,+ 2>, + ...+ Z,)

i i U,
—_— —_— —_—
Obr. 35
a ndhradnd impedancia je: Z=uli=7Z,+72,,+...+7Z,

Paralelné radenie impedancii

Z\,Z,,...,Z, (obr. 36) tiez moéZeme nahradit’ jedinou impedanciou. Na vSetkych je to isté napitie
u a vysledny prid je rovny stctu pridov cez jednotlivé vetvy. Vyhodné je pouZit’ namiesto impedancii
admitancie, takze i =i, +i, + ... +i,=uY, +uY,+ ... +uY,=u(Y,+ Y, + ... + Y,). Nahradna admi-
tancia za obvod na obr. 36 je Y =i/lu =Y, + Y, + ... + Y,,. Pre najbeZnejsi pripad dvoch impedancii je
Y=Y, +Y, alebo pre impedancie 1/Z = 1/Z, + 1/Z, a z toho po malej Gprave

_ ZIZZ
Z, +Z,

Transfiguracia obvodu

Niekedy mdZe riesenie obvodu urychlit zdimena zapojenia ,,trojuholnik* (n-clanok) za ,.hviezdu*
(T-¢lanok) alebo naopak (obr. 37). Premena je pomerne jednoduchd a vychadza z podmienky, Ze za
kazdych okolnosti musia byt impedancie medzi uzlami oboch izolovanych trojuzlovych schém rovnaké.
Impedancie medzi jednotlivymi dvojicami uzlov st (pouzijeme vysledky odvodené pre spdjanie impe-
dancii):

Z,(Z3+Zy)

=Z,+Z,
Z,+Z3+2Zy

Z(Z,+Zy)

=Z,+Z,
Z,+Z5+Zy
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Zy(Z,+Z,5)

=Z,+7,
Z,+Z3+Zy,

Obr. 37

Scitame prvu a druhid rovnicu, odpocitame tretiu, vysledok je:

ZIZZI3

22, =2 ~nfi
Z,+Z+2Zy,

Postup cyklicky opakujeme, dostaneme vztahy na premenu trojuholnika na hviezdu:

— Z12Z13 Z12Z23 Z13Z23

1= 2= 3=
Z,+Z3+Zy, Z,+Z3+Zy, Z+Z3+Zy,

Skratujeme uzly 2 a 3, vyslednd admitancia medzi uzlami 1 a 2 (spojeny s 3) je

Y, (Y, +Y;)

Y,+Y,;=

2Ry 4y, 4y,

Postup cyklicky opakujeme, dostaneme sudstavu troch rovnic, ktoré rieSime podobne ako predtym.
Dostaneme vztahy pre premenu hviezdy na trojuholnik

Y)Y, _ Y)Y, _ Y)Y,
Y, +Y, +Y, Py 4Y, +Y, 2UY Y, +Y,

12 =

Paralelné spojenie redlnych napiitovych zdrojov moézeme podla Théveninovej vety nahradit’
jedinym zdrojom (obr. 38).

Na riesenie je vhodné zamenit' napiat'ové modely pridovymi a pouzit’ Kirchhoffovo pravidlo pre
pridy na spolo¢ny uzol: uY =u(Y,+ Y, + ...+ Y)=u Y, +u, Yo + ... +u,Y,

wY +u,Y, +...+u,Y,
u=

Takze 5 a Y=Y, +Y,+...+7%,
Y +Y,+...+Y,
X X Zi’l
—+—1
Z 2
O E
1 Tu Uy u,

Obr. 38
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Pre dva paralelne spojené zdroje dostaneme vysledok:

wY +uwY, wZ,+u,Z, . 1 Z7Z,
u= = — —
Y +Y, Z +Z, Y +Y, Z,+Z,

3.4 Neautonémne mnohobody

Doteraz sme sa nezaoberali takymi elektronickymi suciastkami, ako sd elektronky, bipoldrne a uni-
polédrne (pol'om riadené) tranzistory, operaéné zosilnovace a pod. To su sdciastky, pomocou ktorych je
mozné menit formu elektrickej energie, najCastejSie jednosmerné veliciny na striedavé, ale aj jedno-
smerné na jednosmerné, tiez striedavé na striedavé.

Fyzikélny rozbor Cinnosti tychto prvkov vedie k viac-menej komplikovanym matematickym mo-
delom, z ktorych mdzeme za istych idealizacii zostavovat’ rozne obvody (nazyvané ndhradné), ktoré
okrem pasivnych prvkov obycajne obsahujui zdroje napéti a pridov. Pre tito vlastnost’ sa takymto
stuciastkam hovori aktivne prvky, na rozdiel od pasivnych, ktoré energiu iba spotrebovavaji alebo
uschovévaji. Zdroje v obvodovych modeloch sticiastok nie su samostatné (autonémne), ale ich para-
metre zdvisia od inych parametrov obvodu, teda su to riadené zdroje.

Kazda aktivna suciastka potrebuje vhodné elektrédové napitia a prady, aby vobec mohla pracovat’.
Dodéva ich napéjaci zdroj, bez ktorého aktivna stciastka nie je ¢innd. Pre kazdd hodnotu elektrédo-
vych napiti a pridov maji parametre ndhradného obvodu iné hodnoty. Zavislost’ medzi napitiami
a pridmi réznych elektrédd aktivneho prvku — charakteristiky — bud’ doddva vyrobca, alebo si ich
mdZeme zmerat. Vhodné elektrédové napitia a prudy pre Cinnost’ aktivneho prvku st v sieti charakte-
ristik prezentované bodom s uréenymi sdradnicami; hovorime o pracovnom bode. Vlastnosti aktivneho
prvku, a teda aj jeho ndhradného obvodu, si plne charakterizované hodnotami parametrov obvodu
v danom pracovnom bode, su jeho funkciou.

Aktivna suciastka m6ze mat’ viacero modelov. Podla ucelu a poZadovanej ¢innosti suciastky z nich
vyberieme optimélny.

2
o U
I
W U U,
1 1 1 o—>—] | <02
I L I
I
e [i
Y YA
3 3

Obr. 39

Elektrénka, tranzistor, operacny zosilfiova¢ su vlastne neautonémne trojbody (obr. 39). Vsetky
mdZeme modelovat’ trojbodom z obr. 39b. Z Kirchhoffovho pravidla pre prady vyplyva, Ze nezdvislé
st iba dva uzly trojbodu (I, + I + I; = 0). Jeden z uzlov méZeme volit’ za referencny. V praxi to byva
uzol spolo¢ny vstupnej a vystupnej slucke. Z toho st odvodené ndzvy ako tranzistor v zapojeni so
spoloénym kolektorom, elektronka v zapojeni so spolocnou mrieZkou a pod. V trojbode si mdZzeme
vybrat’ ktorykol'vek z uzlov za referen¢ny, vhodnym precislovanim dosiahneme, Ze to bude vzdy bod 3.
Matematicky model trojbodu je

I,=1,U,,U,) u =U,U,,1,) u =U,U,,1,)

alebo alebo atd’...
I,=1,(U,,U,) Uu,=U,,,1,) I,=1,(U,,U,)

Vseobecne su to nelinearne funkcie, preto trojbod nemozno hocikedy modelovat’ linedrnymi obvodmi.
Ked'Ze pre nelinedrne obvody neplati princip superpozicie, musime mnohobody linearizovat), t. j. ob-
medzit’ sa na také velkosti napiti a pridov, aby obvody bolo mozné nahradit’ linearnymi modelmi. To
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nam umozni analyzovat’ obvody s viacbodmi v prijatelnom case a s dostato¢nou presnostou, ale iba
v obmedzenom rozsahu napéti a pridov.
Pracovny bod trojbodu je charakterizovany istymi hodnotami napéti a pridov. Napr.

Ly, =1,(U,,Uyy)
Ly =1,U,,,U,,)

V okoli pracovného bodu A méZeme tieto funkcie rozvinit’ do Taylorovych radov:

ol ol 1 9%1
I =1,+— /) U, -U)+— 1 W, - Y+=——L (U, -U )2+
14 U, 14 U, U, 28U12 1 14
1 92 I, 1 9%1
t-——=—U,-U )U,-U )+

R 2
29090, U, —U )" +...

20U

ol ol
I, _12A+a I, U, - U1A)+8U2 U,-U,)+..

2

3

Obmedzime sa na tak malé okolie pracovného bodu, aby sa diferencie vyssich radov dali zanedbat’

voci ostatnym clenom rozvoja. Ak oznacime [; — I,y = Al;, U; — U,y = AU;, matematicky model prejde
do tvaru

o 200 o o
"o, U,
o 20 LN
273U, aU2 ?

Zmeny AU, Al napitia a pridov si vyvolané najCastejSie tym, Ze obvod spracovdva signdl v Case
premenny, napr. Al = Isin(@t + ¢). Dalej budeme diferencie napitia a priidov oznadovat’ malymi pis-
menami: Al = i, AU = u, a tak novy zapis matematického modelu trojbodu je:

i1 =Yy + Yl
Iy = YUy + yoll -
Jednotlivé parcidlne derivécie su diferencidlne parametre trojbodu, maji rozmer admitancie a maju aj
svoje ndzvy a symboly.
Yy vstupnd
Yip Spdind o .
) admitancia trojbodu .
Y, prevodovd
Yy VYStupnd
Vo vseobecnosti je matematicky model trojbodu ststava dvoch linearnych rovnic, nazyvanych tiez

imitan¢né rovnice, a podl'a fyzikdlneho rozmeru diferencidlnych parametrov je urceny aj ich nizov.
Pre trojbody je moznych Sest’ zakladnych matematickych modelov:

zavislé nezavislé , P
. . sistava rovnic
premenné  premenné
i, iy Ui, Us admitancénd
Uy, Uy i1, I impedancnd
il, uy U, iz kaskddna
Uy, ip iy, Uy hybridnd
i, Uy uy, i spéitnd hybridnd
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ip, Uy iy, Uy spdtnd kaskddna

V literatdre sa stretneme hlavne s prvymi Styrmi. Su vSak vSetky rovnocenné a z parametrov jednej
sustavy sa daju urCit parametre inej. VSeobecné vlastnosti tychto modelov skima tedria dvojbrdn
(v starsej literatire — stvorpdlov).

Trojbod mdze byt (a vel'mi Casto aj byva) pripojeny do obvodu tak, Ze ani jeden z uzlov obvodu
nemd nulovy potencial. V takom pripade musime do matematického modelu pridat’ potencidl (napétie)
aj prud tretieho uzla (obr. 39b). Dostaneme tri rovnice,

ir =y — u3) + yio(uy — uz) = yriuy + yiouz — (Y1 + yio)us
iy = Yo (uy — u3) + yoo(uy — uz) = Yo 1y + ynuty — (Y21 + y22)ut3
i3=— (i1 + ) == +y20ur — iz +y2)us + (i1 + Yiz + yo1 + Y2)uz

ktoré nazyvame tplnou ststavou imitanénych rovnic. Je sice linedrne zdvislé, ale v pripade, Ze je troj-
bod stucast’ou vicsieho obvodu, umoziiuje zostavit’ pre tento obvod dplni sdstavu rovnic.

Na zéklade matematického modelu moZeme teraz vytvorit’ model obvodu, ktory nahrddza mnohobod
a nazvat’ ho nahradny obvod. Na obr. 40 st ndhradné obvody trojbodu odvodené z admitanénych a hyb-
ridnych rovnic.

i BARL) YUy iy i hyyuy i
hyouy

Obr. 40

Néhradny obvod trojbodu je aktivna dvojbrdna. Aktivna preto, Ze obsahuje aspoil jeden aktivny
prvok. Byva nim parametricky (riadeny, zavisly, neautonémny) zdroj napétia alebo pridu. Analyza
fyzikdlnych dejov v mnohobode a vytvorenie fyzikdlneho modelu ndm dovol'uje zostrojit’ prisluSny
néhradn}’/ obvod Hodnoty jeho parametrov sa uréujli meranim. Pre elektrénku (tri(’)du) a bipolarny

.....

20A 20K —"—
. ) Upe

gbk

1 1 T

G B c
be Sube

0]
- 30E

Obr. 41

Podl'a konkrétnych podmienok, v ktorych ma trojbod pracovat, (napr. kmitoctovy rozsah) a podl'a
poZadovanej presnosti analyzy, volime medzi jednoduch$imi a zloZitej$imi modelmi. Napriklad pre
nizkofrekvenéné zapojenia elektrénok a tranzistorov mdzeme z ndhradnych obvodov vypustit’ vSetky

Hodnoty parametrov ndhradnych obvodov pre aktivne prvky spravidla vyrobca zmeria, Statisticky
vyhodnoti a doddva vo forme konsStrukéného katalogu zdkaznikovi. V obchodnych katal6goch su
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obycajne y alebo h parametre pre jeden pracovny bod. Tieto idaje sliZia len na rychlu orientdciu pri
vybere stciastky.

Priklad 24. Zikladné zapojenie elektronky ako zosiliiovaca napitia pre nizke a stredné kmitocty je
na obr. 42a. Treba urcit’ vstupnd a vystupni impedanciu a Cinitel' prenosu napitia (napitové zosil-
nenie).

Vyjdeme zo zékladného predpokladu, Ze elektrénku (tranzistor atd’.) méZeme nahradit’ linedrnym
obvodom. Na zaklade principu superpozicie analyzujeme obvod zvlast pre jednosmerné napitia a prady,
a zvlast pre striedavé veliciny (signdl). V prvom pripade vynechdme z ndhradnej schémy elektrénky
vsetky kondenzatory. Odpor Ry sliZi pre nastavenie pracovného bodu: prechodom prudu /,, cez odpor
Ry sa vytvara pracovné napitie mrieZky Uga. Kondenzator Cy sa vZdy voli tak velky, aby pre najniZsi
kmitocet signdlu bola jeho impedancia 1/@Cy ovela menSia ako Ry, teda dvojicu RCy mdZeme pre
signdl nahradit’ skratom. Ak Ry < 1/S kondenzétor Cy netreba. Podobne filtracny kondenzator C; a na-
pdjaci zdroj Uy predstavuju pre signdl skrat. Zakreslenim ndhradného obvodu elektronky do schémy
zohl'adnenim uvedenych predpokladov mozno obvod z obr. 42a nahradit’ modelom, ktorého schéma je
na obr. 42b. Tento uz 'ahko analyzujeme.

u Ry l Hlg Ry Uy
e} - - > O
a b
Obr. 42
Vstupnd impedancia Z; =R, + 1/jaC,
Vystupnd impedancia Z,=R.RJ(R,+R,)
.. . j . JWC,R,
Riadiace napiitie elektronky je  u, =4, ————
1+ joC,R,
u jawC,R
Anédovy prid i = oo _ Hu ket £
R, +R, (R, + R,)(1+ jaC,R,)
. P . ) R JWC,R,
Vystupné napitie u,=-i,R, =—pu, 2

R, +R, (1+jwC,R,)

. R jawC,R
Hrladany napétovy prenos je K =2 - H L &
u R, +R, (1+jaC\R,)

Priklad 25. Zakladné zapojenie kremikového tranzistora ako zosilfiovaca napitia pre nizke a stredné
kmitoCty je na obr. 43a. Zaujimame sa o tie isté veliCiny ako v pripade elektronkového zosilfiovaca
z prikladu 24.
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Bézovy prid v pracovnom bode je ur¢eny odporom R, (Ugg = 0,6 V otvdra tranzistor)

Uy — 0,6V
CE .
b

Pre vnitorny odpor zdroja Uy a filtraény kondenzator Cy plati rovnaka tivaha ako v predchadzaju-
com priklade. V Giacolettiho ndhradnom obvode tranzistora z obr. 41b mdzeme zanedbat’ kapacity, r,
a gpx. Nahradny obvod rieSeného zosiliiovaca je na obr. 43b.

Cy o_’,b_l I

R,
G
a b
Obr. 43
Vstupnd impedancia L= m kde Gy, = 1/R,,
JC, (G, + gy)
Vystupnd impedancia Z, = RRA kde r, = 1/gx
Lt
Riadiace napitie tranzistora u, = % G L u; - CJ (a)GCV )
i Op T8y JoC (G, + 8,
L . u
Kolektorovy prid i, = —R—°
k
Vystupné napitie u, = (=Suy, + iy )r = (=Sup, — u,/R)r,, po Uprave
S Su, R, u SR, jaC,
? R, +1 "R +1 joC,(G, +g,)
. R j
Napitovy prenos je K, = 4 __ SR 1€,

ui R + 1 joC, (G, + 8y)
Z uvedenych prikladov je jasné, Ze pre komplikovanejsie obvody by tdto analyza trvala neprijatel'ne

dlho, najmi ak by neboli mozné spomenuté zjednodusenia. Na urychlenie vypoctovych postupov uve-
dieme dve metddy.
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4 MATICOVE METODY ANALYZY ELEKTRICKYCH OBVODOV

V predoslych prikladoch sme matematické modely obvodov vhodnou operitorovou metédou upra-
vili na sustavu linedrnych algebraickych rovnic pre obrazy napiti a pridov. RieSenia tychto sdstav su
rozpracované v linedrnej algebre velmi podrobne a v stiCasnej dobe jestvuje mnoZstvo vhodnych prog-
ramov pre pocitace, ktoré vyriesia aj rozsiahle ststavy rovnic.

Jedna z rychlych vypoctovych metéd vyuZiva tedriu matic a determinantov. Vyhody tejto metédy
spocivaju v tom, Ze netreba zostavovat’ rovnice pre obvody, ale prvky matic m6Zeme pisat’ priamo zo
schémy obvodu.

Z r6znych maticovych postupov sa obmedzime na metédu slu¢kovych pridov a metédu uzlovych
napiti, pricom druht z nich rozpracujeme ako zovSeobecnenu metédu uzlovych napiti v maticovom
vyjadreni.

4.1 Metoda sluckovych pridov v maticovom zapise

Budeme analyzovat’ obvod z obrazku 44a. Jeho graf s Giplnym stromom je na obr. 44b, vol'ba neza-
vislych sluciek s ich orientdciou na obr. 44c. Rovnice pre obrazy napiti a pridov su:

il(Ri +R; + 1/] a)Cz) - i2R1 - l3/J wC, =u;
—i1R1 + iz(Rl + Rz + 1/] C()C]) - i3R2 =0
—il/j C()Cz - isz + l3(1/] C()Cz + Rz + R) =0

Mo6zeme ich zapisat’ v maticovom tvare

R +R +1/joC, -R, /joC, i u,
-R R +R, +1/jaC, -R, i, =] 0
~1/joC, -R, R,+R+1/joC, ) i,) (0

Z maticového zdpisu a z pohl'adu na obr. 44a 'ahko zistime pravidlo, podl'a ktorého méZeme priamo
zo schémy zapisat’ impedan¢nd maticu obvodu pre metddu sluckovych priadov. Impedancni preto, Ze
vSetky prvky matice st tvorené zloZeninami impedancii prvkov obvodu.

]|
G R 1. 2. 3. ( 2 )
a

T

Obr. 44



VSetky prvky v hlavnej uhlopriecke maji znamienko plus, vSetky ostatné znamienko minus. To
vysvetl'uje, preco je vhodné volit’ vSetky orientacie sluciek rovnaké. Ak by sme tiito volbu nedodrzali,
nemali by prvky mimo hlavni uhlopriecku rovnaké znamienko, ¢o by mohlo viest' k omylom pri zostavo-
vani matice.

Prvok matice, ktory leZi v r-tom riadku a s-tom stipci budeme oznacovat’ a,,. Pravidl4 na zostavenie
impedanénej matice si jednoduché:

1. prvky matice v hlavnej uhlopriecke z,, st rovné sti¢tu impedancii v r-tej slucke

2. prvky matice mimo hlavnej uhlopriecky v r-tom riadku a s-tom stipci st rovné stiétu impedancif
vo vetve spolocnej r-tému a s-tému obvodu a tento sicet md v pripade rovnakej orientdcie r-tej a s-tej
slucky zdporné znamienko, v opa¢nom pripade kladné. PretoZe tato impedancia spolocnej vetvy neza-
visi od poradia vyberu sluciek, je z,, = 2, a teda impedan¢nd matica je symetrickd. T4to vlastnost’ sliZi
vyborne na prvd kontrolu spravnosti zapisu matice.

Vseobecny tvar maticového zdpisu je

() =(2)- (@)

kde (Z) je impedanc¢nd matica, (i) vektor pridu, (u) vektor napitia, ¢o st nazvy bezne uZivané v litera-
tdre.

Pre analyzu obvodu je z praktického hladiska vyhodné zapisovat impedanénd maticu a vektor
napitia do tabul’kovej formy.

Priklad 26. Zapiseme impedanc¢nii maticu a vektor napitia pre obvod z obr. 45a, v ktorom st za-
kreslené aj nezdvislé slucky a ich orientécie.

r\s 1 2 3 4 u
1
I I j20C j20C
I II 2 R 1 R
; i 0 — — 0 u;
i ) 2 jeC 2
R 2. 3. R 3 0 R R 1 0 —u,
U; i 2C U, 2 2 ja)C
L)z 4 4 1 1
_— 0 0 + — /%)
o . ° J20C J20C

Obr. 45a

4.2 Metoéda uzlovych napéti v maticovom zapise

Vratime sa k obvodu z obr. 44. Za referenény uzol s potencidlom O si zvolime dolny uzol. Zvys$né
uzly ocislujeme zl'ava doprava od 1 po 3. Pre jednotlivé uzly méZeme napisat’ rovnice. Najprv vSak
napit'ovy zdroj zmenime na pridovy podobne ako na obr. 31. Rovnice obvodu su:

u G+ (U, — uy)Gy + () —u3)jwCy =u (G + Gy + jwCy) — G, — joCius = uiG;
(U —u1)Gy + ur) WC, +(u, - u3)Gs = —u Gy + uy(G + jC, + G3) —u3G3 =0
(ll3 - ul)ja)Cl +(ll3 - uz)Gz + U3G = —ulja)Cl - u2G2 + u3(ja)C1 + G2 + G) =0

Mbzeme ich zapisat’ v maticovom tvare

G, + G, +joC, -G, - joC, u, u,G;
-G, G, +jwC, + G, -G, u, |=| O
jac, -G, —joC,+G,+G ) \u,) | 0
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Z tohto maticového zdpisu l'ahko zistime podobné pravidla pre zdpis admitan¢nej matice v metéde
uzlovych napiti aké boli u impedan¢nej matice:

1. Prvky v hlavnej uhlopriecke y,, si rovné sictu admitancii pripojenych do uzla r, a to s kladnym
znamienkom.

2. Prvky matice mimo hlavnej uhloprie¢ky v r-tom riadku a s-tom stipci st rovné si¢tu admitancif
so zdpornym znamienkom, ktoré spdjaji uzol r a uzol s. PretoZe sicet tychto admitancii sa nemeni
s poradim uzlov, aj admitan¢nd matica je symetrickd, ¢o umoZiuje prvi kontrolu spravnosti zapisu
matice.

Vseobecny zépis je

@ =X).(@w)

kde (Y) je admitan¢né matica.

Priklad 27. Zapiseme admitan¢nd maticu a vektor pridu pre obvod z obr. 45b

C C
2.
—I I Al 2 3 4 i
i 3. i, I [G+joc | —jac G 0o |4
1'__?_ = 4 2 | —joc_| 2G+j2ac 0 —joC_| 0
3| G 0 26+20C | -G |0
uil % TZC luo 4 0 —jC -G G+joC | i
e . O

Obr. 45b

4.3 ZovSeobecnena metoda uzlovych napéti

Na zostavovanie admitan¢nej matice nepotrebujeme kreslit’ strom, pocitat’ vetvy ani vhodne volit’
slucky. Jednoducho ocislujeme uzly a mdzeme pisat’ prvky matice priamo do schémy obvodu. Pri zlo-
Zitej$ich obvodoch ddva tito metéda spravidla najmensi pocet rovnic. DalSia vyhoda spoéiva v dosled-
nom vyuZiti principu superpozicie pre obvody, ktoré obsahuji neautonémne mnohobody. Netreba
poznat’ ich ndhradné schémy, tplne postacuje matematicky model v maticovom tvare. Admitan¢nu
maticu dostaneme podl'a principu superpozicie ako sicet matice obvodu bez mnohobodu a matice
mnohobodu.

56



Priklad 28. Zostavime admitanéni maticu pre obvod z obr. 46a.
Admitancné rovnice pre tranzistor z obr. 46b st (pozri priklad 25 a obr. 43b):

iy, = Solly + Syl — (gb + Sou.
iy = Suy + g — (S + gu,
fe = —(gb + Shup — (S5 + gk + (g + S + S+ e

Vratime sa k schéme na obr. 46a. Budeme brat’ do dvahy iba premenné napitia a pridy. O stav
jednosmernych veli¢in, ktoré vlastne urcuji pracovny bod tranzistora, sa nebudeme zaujimat. To je
prvé pouZitie principu superpozicie v tomto priklade. Dal$ou jeho aplikdciou bude, 7e vyberieme tran-
zistor z obvodu a napiSeme zvlast’ admitancnd maticu pren a zv1ast’ pre zvySok obvodu.

Admitan¢nd matica obvodu bez tranzistora je:

s 1 2 3 4
1 J(UCI —j wC, 0 0
2 | -jwC; | G+ G, +joC, 0 0
3 0 0 G.+jowC. | O
4 0 0 0 Gy
Admitan¢nd matica tranzistora samotného je:
As | 1 2 3 4
110 0 0 0
2 0 &b —8b _Ss SS
310 [—g—-S|g+S+S+g | =S +8
410 0 0 8k
Vysledna admitancnd matica obvodu je podla principu superpozicie rovnd suctu oboch matic, teda
s 1 2 3 4
1 | joC —j@C, 0 0
2 | 5jwC, | Gi+ G, +jwC, + gy =8 — S S,
3 0 —gp =S G, +jwCe+ g+ S+ S+ g | =S+ &
4 0 0 0 8+ Gy

4.3.1 ijrava zapojenia na dvojbranu

V pripade rozsiahlejSich elektronickych sudstav sa zvycajne zaujimame len o ich casti, ktoré obsa-
huji jeden vstup (dvojicu uzlov — brdnu) a jeden vystup (tiez branu). Takéto obvody sa spravidla
nazyvaju dvojbrany.

U dvojbran sa nezaujimame o celkovy stav obvodu, ale iba o parametre vstupu, vystupu a o ich
vzajomny suivis. VSetky potrebné idaje moézeme urcit’ zo Styroch veli¢in: vstupného napitia a prudu,
obvodu podl’a obr. 47, navySe Casto maju vstup a vystup jeden uzol spolocny (na obr. Ciarkovany spoj),
ktorému moZeme bez ujmy na vSeobecnosti priradit’ potencidl rovny nule (referencny uzol).

Zy

i i

Dvojbrana Mol VA
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Nech ma obvod z obr. 47 n nezavislych uzlov, teda jeho stav mdZeme opisat’ n rovnicami. V mati-
covom tvare vyzeraju takto:

0 Yu Yo o Y u,

0 Yoo Yo o Yo u,

I; Y Y2 o Y u .

el e | Y i) = (V) @)
io yol y02 yon uo

O ynl ynZ ynn un

Vystupné veli€iny i, a u, st viazané vztahom i, = —u,Y,. Ak tento vyraz vloZime do vektora prudu,
modZeme rovnicu v o-tom riadku upravit’ prelozenim —u,Y, z 'avej strany rovnice na pravd. Tym sa
zmeni koeficient y,, pri u, na y,, + Y,. Maticovy zdpis ststavy rovnic opisujicich obvod z obr. 47
bude vyzerat takto:

0 Yu i Yin u
0 Yo Y» Yon | | U
I; Y i Yin u; . / '
=l e 1" i) = (¥) @)
O yol y02 yoo+Yz yon uo
0 ynl yn2 ynn un

Vektor pridu ma jediny nenulovy prvok, a to v i-tom riadku vstupny prud i;.
PouZijeme Cramerovo pravidlo a vypo€itame napitie u; a u, .

11,007 Z
= 71

D, D,. D;+D;,Y,
U =—=——rlI. =
"D D' D+DY, '

D, D . D, .
U, =— =—L="—"""1
D D' D+D,Y,

Pripominame, Ze D je determinant admitan¢nej matice (¥) a D’ determinant admitancnej matice
(Y"). D] vznikne vymenou s-tého stipca D' za vektor pridu (i). D)y = M)+ (—1)"**, kde M/ je minor
determinantu D’ v ktorom vynechdme r-ty riadok a s-ty stipec. Dy gs = My gs- (=1)" 5554 M pg
dostaneme z D vynechanim riadkov r a R, a stipcov s a S. v je poget vymen riadkov a stipcov tak, aby
boli indexy usporiadané vzostupne podla velkosti: Dys 33 = M3 35+ (=1)'*>*****! na usporiadanie bolo
treba vymenit’ navzajom 3. a 5. stipec.

PretoZe matice (Y) a (Y’) teda aj determinanty D a D' sa liSia jedinym prvkom (yo, r€sp Yoo + Y,),
mdZeme determinant D'’; rozvinut podla o-teho riadku a po malej dprave dostaneme rovnost
D'; = Dy + D', oY,. Podobnym postupom D' = D + D,,Y,.V determinante D', je prvok y,, + Y, uz
vynechany, preto D, = D;,.

Z vyrazov pre u; a u, mdzeme lahko urcit’ vstupni impedanciu, prenos napitia a prenos pridu.

uw D,+D; Y, D,Z, +D,

Z _w ii,o0"z _ ii,00

""i  D+DY, DZ,+D,
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K = & —_ Dio —_ DiOZZ
" w, Dy+D;, Y, D;Z,+Dy,,

K _i_o__uoyz__ DiOYZ — Dio
T i D+D,Y, DZ,+D,,

Na urcenie vystupnej impedancie pouZijeme Théveninovu vetu. Skratujeme zdroj u na vstupe, takze
vstup bude zataZeny impedanciou Z, zdroja a impedanciu Z, na vystupe odpojime. Potom pripojime
na vystup zdroj pridu i, a vypocitame napitie na vystupe. PretoZe v tejto tprave je i; = —u;Y,, bude
obvod opisany sustavou rovnic v maticovom tvare (i"') = (Y"). (u), kde (i"") je vektor pridu, ktory ma
vietky prvky nulové okrem i, a matica (Y") sa od matice (Y) 1i8i jedinym prvkom y; + Y, voci y;. Podob-
nym postupom ako pri napéjani obvodu do vstupu urc¢ime

D: D:Oio Doo + Dii,ong
u = =
° D" D" D+DyY,

Vystupnd impedancia teda je

u _ Doo + Doo,iiYg Doozg + Doo,ii

Z = —0 = =
i, D+ DY, DZ, + D;

o

Pretoze pri pripadnom neusporiadani indexov i a o treba robit’ dve vymeny, jednu pre riadky, druhd
pre stipce, je Doo.ii = Dii.o0-

Velmi Castym pripadom pri analyze je vySetrenie stavu nezataZeného obvodu napdjaného idedl-
nym zdrojom napiitia (alebo pridu). Vtedy je Z, — o« a Z, — 0 (Z, — 0) a dvojbrdnové parametre
budd mat’ tvar

Z, :&§ K, :&§ K,=0, Z,= 2 Z,. :&
D D. D. D

u u

Prehl'ad najbeznejsie pouzivanych parametrov pri analyze dvojbran je v tabulke:

Parameter oznacenie vSeobecne naprazdno | nakratko
Vstupnd 7 M | DiZ,+Dy, Dy D o0
impedancia ) DZ,+D,, D D,,
.V}’/Stupné. Z_ = U DooZg + D00 D, D00
impedancia ° DZ,+D, D D,
éin{u’al’ . s D.Z, D, 0
B:Sr?é;je © U D;Z, + Dy, Dy

Cinitel’ priidového K = iy -D Z, 0 _ Dy
prenosu B A DZ,+D,, D,,

Priklad 29. Preskiimame RC obvod z obr. 48a.
Admitan¢nd matica obvodu je

(¥) =

Z nej mdZeme urcit’ rovno parametre:

2| -G | G+joC

_D, _ 1 _Dun R Kk Do _D'6 1

— . _ 12 —
"D joC’ ° D, 1+joRC’ " D, G+joC 1+jwRC
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a
e,
b
1
R, 3
R,
Obr. 48

Pri experimentdlnom vySetrovani (merani) tohto obvodu pripojime na vstup (svorka 1) zdroj sig-
ndlu s napitim u a vnitornym odporom R,. Spojovaci kdbel ma kapacitu C,, ktord Casto na rozdiel od
ostatnych jeho parametrov nemdZeme zanedbat. Na vystup obvodu (svorka 2) pripojime voltmeter
alebo osciloskop so vstupnym odporom R, a to kablom s kapacitou C,. P6vodny nekomplikovany obvod
sa pri tom najjednoduchSom merani stane ovel’a zlozitejsi (obr. 48b). Jeho admitan¢na matica je

1 2 3
1| G, -G, 0
Y= 2|-G,| G+jwC,+G -G
3 0 -G G+jo(C+C)+G,

PouZijeme tabul’ku pouZivanych parametrov a ur¢ime dvojbranové parametre.

D, (G, +jowC,+G)G+jo(C+C,)+G,]-G*
D Gljoc,+6lG+jaC+C)+G,]+G,}-G*
1
Gg

i =

1

=t =R +C, II(R+R ICIC
. Glio(c+C)+G,] I (R+R, )
joC, + -
G+jw(C+C,)+G,
2 _ Dy _ G, +jwC, +G _
Dy (G,+jwC,+G)|G+jw(C+C,)+G,]-G’
1
=- G(jwcg+G)—RZIICIICZII(R+RgIICg)
jo(C+C)+G, +—1—2 "
G, +jwC, +G
_Dy _ GG, _
" D, (G,+joC,+G)G+jo(C+C,)+G,]-G
_ R, 1
R+R,+R, | _

R R .
—2 W (C+C)HRR. +jo|C. - (R+R)HIR. +(C+C)-R II(R+R
ReR AR, (C+C,)RR, +jo|C, (R+R)IR, +(C+C,)-R, I (R+R,)]

Na urcenie pridového prenosu vypustime z admitancnej matice (Y) hodnotu G,:

—Dys  _ -1

i

DR, +Dy; 1-0’C,(C+C,)RR, + jo|C,(R+R,)+(C+C,)R)]
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Oznacenie R || r znamend vysledny odpor paralelného spojenia odporov R a r, teda hodnotu Rr/(R + r).

Podobne R | C nahrddza hodnotu R/(1+j@RC).
Priklad 30. Ur¢ime Z;, Z, a K, pre obvod z obr. 49.
Admitan¢nd matica tohto najjednoduchsieho tranzistorového zosiliiovaca je

1 2 3 4
I joc —joC, 0 0
_ 2| HjwC, | joCi + G, + g S 0
)= 3 0 S G, +jwC, + g | -joC,
1 4l 0 0 —iwC, —jwC,

Obr. 49

Pre signdlové napétie predstavuje zdroj Ug skrat s emitorom. Parametre tranzistora si S = 100 mA/V,
B=200, r, =2 kQ, n,=60kQ, S =83 10~ mA/V. Spétnd strmost’ Sy méZeme povazovat’ za nulovd.
Pomocou tabul’ky zo str. 69 uréime:

1 3
7 -Du_j0C+Girg, | 1 Rn _ 1 79610 +1995z2000(1+£]

"D jowC(G +g,) joC, R+rn joC, ' if
7, =Du _Jj0C+Gtg 1 +R2||rk=—79’6'103+1935zz.
° D joC(G,+g,) joC, if '
k_Du__ CDEjoc)sEjc,) SR M y— Rl 38610° 193
D, (joC +G,+g,)(G,+g,)jaC, L iR 79,6-103+1995 1+ﬂ
joC, if if

Z c¢iselnych hodndt vidno, Ze najnizsi prenasany kmitocet je 40 Hz.

Priklad 31. Ur¢ime dvojbranové parametre pre obvod z obr. 50.

-U=10V 0 +U=10V

Obr. 50

Pre signalové napitie predstavuju napdjacie zdroje —U a +U skrat na kostru. Zapojenie sa navrhuje
tak, aby jednosmerny potencidl bdzy bol voéi kostre nulovy. Parametre tranzistora si rovnaké ako

v priklade 30. Admitan¢nd matica je:

1 2

(Y) = 1 &b —8b — Ss
2l —gp—=S | Ge+ g+ S+ S+ g«
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Spitnu strmost’ méZeme zanedbat’. PouZijeme rovnost’ Sr, = a pomocou tabul’ky zo strany 59. uréime:

7, =Pu_Ge¥&ntSH& g1y I1R)=2KQ + 201375 kQ = 755,75 kQ = fiR.
D & (G, + &)

PretoZe vystupnd impedancia obvodu bude zavisiet' od impedancie zdroja signdlu, budeme predpokladat’,
Ze impedancia zdroja je Z.

D,,Z +D Z, +1 Z
z, =—2"¢8 l2_ 8o =R, In W(Z, + 1) Ze,l)s
DZ, +D,, 8vZ,(G, +8)+G, +g, +g, g S
Zg
=—+10Q
B
— 3_ —

D, G,+g,+S+g  B+1+r/G IR)
Zapojenie je vhodné pouzit’ tam, kde vstupnd impedancia je SR. > Z,. Vtedy je Z, porovnatelné

s R., a teda vystupnd impedancia je vel'mi mala (= 1/S). Zapojenie teda slizi ako transformdtor impe-
dancie [Z — (ZIP) + (1/9)].

4.3.2 Obvody s opera¢nymi zosiliiova¢mi

Zosilnovac z obr. 51a, ktorého ndhradny obvod je na obr. 51b je charakterizovany vstupnym odpo-
rom r;, vystupnym odporom r, a napatovym zosilnenim A.

10 -0 O
L Io
lui & TAgo U | & luo
[e} * * - O
a b
Obr. 51
Jeho admitan¢na matica je
1 (o]
i & 0
(Y)=
0 _Ago 8o

.....

pozmenit parametre obvodu, do ktorého je zaradeny. ZvlaStnym pripadom zosiliiovaca je operacny
zosilnovag, ktory bol povodne vyvinuty na vytvdranie matematickych operécii na analégovych poci-
tacoch. Operacny zosiliiovac je jednosmerny zosililova¢ s velkym zosilnenim, vel'mi velkym vstupnym
a vel'mi malym vystupnym odporom. Privlastok jednosmerny znamend, Ze zosililova¢ prenasa aj signal
s nulovym (alebo vel'mi malym) kmito¢tom.

Aby zapojenie s jednosmernym zosililovacom, ktorého IAI >> 1, r; >> 1, r, — 0, bolo stabilné (pozri
ods. 6.3), treba zaviest’ zapornu spitnt vdzbu. Toto sa bude dat’ spravit’ jednoducho v pripade, ze A < 0.

Priklad 32. Riesme obvod z obr. 52. Nech A = 10°, r; = l/gi=1MQ, r,=1/g,=100 Q, Z, = 1 kQ,
zat'az je Z. Symbol —A na obrdzku znamen4, Ze zosilnenie je zaporné. Admitancnd matica obvodu je
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L I

R, 100k

1 2 3 R
1 1 2 3
1l G -G, 0 o— | —0
Y)= 2 -Gy G +Gy+ gi -G, 10k
31 0 -G+ Ag, G, + g, l ” uol
o * o
Obr. 52

Dvojbranové parametre uréime opit’ podla tabulky z ods. 4.3.1:

o D\\Z + D,
' DZ+D,,

=R +xl R, +r, +
A+1

[(G +G,+ )G, +8)+G, (-G, + Ag )|Z +G, +G, + g, _
[(G +g)+G, (-G, +Ag0)]Z+G(G +g)

R, R, +r,

=~ 1-‘,——

(A+1)Z A

=D33Zg+Dll,33 _
°  DZ,+D,
G\(G,+8)Z,+G,+G, +g,
[G (G, +8)Z,+G, +G, + g Jg, +(Ag, + 8.)G,G,Z, +G,(G, + Ag, + &)
1+R, /(R +Z
b, ]zro 2/ (R +Z,)

—rII[R2+rIIR+Z)]IIrR2 11
R, 1 R+Z, A

1

_ D,Z -G(-G,+Ag,)Z _
Y Dy Z+D [(Gl+G2+gi)(G2+g0)+G2(—G2 +Ago)]Z +G,+G, + g
R, 1—r. /AR, R, 1

R r R, I+RJR(,
T i+l (R, +r,)+ 1+ 8 +R ! 1+2/1(1+°j
A AR n R Az A z

1

.....

pripadov mdZeme pouzit’ limitné vztahy pre Ag, — —oo.

Vo vyrazoch Z; a K, sa vyskytuji podiely determinantov odvodenych z admitancnej matice (Dy, D,
D). V kazdom z tychto determinantov moZeme o-ty riadok vydelit' hodnotou Ag,, ktord sa vo vyrazoch
pre Z; a K, vyskytne v ¢itateli aj v menovateli prislusného podielu, teda ju mozno vykratit. Vyslednu
hodnotu vyrazov pre vstupnd impedanciu a napat'ovy prenos dostaneme ako limitu prislusnych podie-
lov pre Ag, = —

Ciselné hodnoty
z presného vztahu | z priblizného vztahu pre A — —
Z 10 000,01 Q 10 001 @ 10 000 Q = R,
Zo 1019-107 Q 1009-107 Q 0Q
K, -9,999 89 -9,998 9 —10 = —-Ry/R,

V praxi postupujeme tak, Ze namiesto matice (Y) budeme pouZivat hned jej determinant D, v ktorom
urobime vysSie spominand dpravu.
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Upravme determinant admitancnej matice obvodu z obr. 52. Vystupu odpovedd riadok 3, vybe-
rieme z neho pred determinant Ag,:
G, -G, 0
D=Ag,|-G, G +G,+g; -G, = Ag,D"
0 -G,/Ag,+1 G,/Ag, +1/A

Limita determinantu D" je

G, -G, 0

D = lim D' =-G, G +G,+g -G,
Ago e

0 1 0

Zovseobecnenim tohto postupu ziskame pravidlo pre d’alSie vypocty: v determinante ststavy v riadku
o budu vSetky prvky nulové, okrem prvku y,; = 1.

Priklad 33. Vypocitame dvojbranové parametre obvodu z obr. 53. Jeho admitan¢na matica je:

1 2 3 4
1| Gy -G, 0 0
21 =G | Gi+ G+ G5 joC, -G3 -G,
(Y) "3 0 =G G; +ja)C2 + g —j wC,
4 0 -G, —j wC, + Ago G, +ja)C2 + 9o

pricom Ag, — o, g, — 0, g; —= 0.

1 Ry R
o— —0
2 3 4
T
o o
Obr. 53

Pri vypocte vystupnej impedancie vychddzame z admitancnej matice (Y): Z, = Da/D. Pretoze
v determinante D,, chyba $tvrty riadok matice (Y), bude hodnota determinantu kone¢né cislo, ale
hodnota determinantu D matice (Y) pre Ag, — o je D — . Hodnota vystupnej admitancie obvodu
preto je Z, = 0. Na uréenie hodnét Z; a K, pouZijeme determinant D* matice (Y), ktory podl'a uvede-

ného postupu je:

G, -G, 0 0
. |-G, G,+G,+G,+jwoc, -G, G,
o -G, G, +jwC, —-jaC,

0 0 1 0
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7 _Du_ o AgDh _ Dy _ (-DjeC, (G + G,y +Gy+joC) - G,G;] _
"D = Ag DT D' (-DG(G,+G, +jaC)(-jeC,) - G,G,]

i+ joC,
G, (G,+G, +jwC)jwC, +G,G;

=R +R, IR joC, | (R,R,jwC,) = R,

= lim Ag°—D1t‘ = D—l*“ = =1’ (=G))(G,)
a,-= Ag Dy Dfj  (-DI-joC,(G,+G, +G; +jwC,) - G,G,]
- R, /R,

T 1-@’C,C,R,Ry + jwC,(Ry + Ry + RyRy /R,

K

u

4.3.3 Obvody s dvoma vstupmi

Casto sa vyskytuje pripad, ked’ vystupny signal je odozvou na dva, alebo viac vstupnych signdlov.
Napriklad scitanie resp. rozdiel dvoch napiti, amplitidovo modulované napitie, zmieSavanie dvoch
signdlov s r6znymi kmitoctami atd’. Budeme riesit’ obvod s dvoma vstupmi z obr. 54.

Admitancie z4taZe a zdrojov na vstupoch i a j zapocitame do admitancnej matice nezatazené¢ho
obvodu. Tym sa zmenia p6vodné admitancie: y; na y; + Yy, y; na y; + Yy a yo, na yo, + Y,. Tento na
vstupoch a vystupe zataZzeny obvod mo6Zeme povazovat' za obvod napdjany idedlnymi zdrojmi pridu
i; a i, ktory uZ nie je na vystupe zat'aZeny, teda i, = 0.

i i
10—»’—1 L <00
U; luj Uy
o— Lo
Obr. 54

Maticovy zdpis rovnic, ktoré opisuju obvod na obr. 54 je (Y)(u) = (i), kde vektor pridu ma vsetky
prvky okrem prudu i; a i; rovné nule. Pomocou Cramerovho pravidla ur¢ime napitia u;, u;, u,:
. _D,_ Dyi; +Di; . =&Dijii+Djjij. ; _D, _ Dyi; + D,
"D p D p D D
Pridy i; ai; si vyjadrime pomocou vstupnych napiti u;, u;:

uD;-uD; wD;—-uD,

i,=D

DiiDjj _Diiji Dii,jj
i‘:D—uiDij+ujDii _ uiDij—ujDii
J

DiiDjj _Diiji Dii,jj

Pri tprave sme pouzili vztah zndmy z algebry pre dvojity algebraicky doplnok
DDyjji = DiDj = DD
Rovnice pre pridy i; a i; dosadime do vzt'ahu pre vystupné napitie a vysledok upravime:

_ D, (D,

ij

¢ DD

i, jj

—u;D;) =Dy, wD; —u,D;) _u,(DyD;~D;,Dy)+u;(D,Djy = DyDy)
DD

ii, jj

u
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Opit’ pouzijeme vzt'ah pre dvojity algebraicky doplnok:

Dio,ﬁ
u,=u,
D

ii, jj

D,

i, jo

D,

ii, jj

+uj

Casto je vyhodné poznat’ vzt'ah medzi vstupnym a vystupnymi napétiami v tvare
u,=K (u; — u)) + K,(u; + u)). Cahko zistime, ze
_ Dio,jj + Dii,jo K = Dio,jj _Dii,jo

- 2 - 2

Priklad 34. Zaujima nés vystupné napitie u, v obvode na obr. 55.
Su pouzité dva idedlne operacné zosililovace, ktorych vystupy sd pripojené do uzlov 4 a 6, preto
limitné Upravy pre A — oo sa budu tykat riadkov 4 a 6. Determinant D* admitancnej matice je:

G 0 0 0 -G 0
0 G, -G, 0o 0 0
p| 0 —G: G+GtjeC -G 0 -joC
0 0 0 0 1 0
-G 0 0 -G 26 0
0 0 1 0o 0 0

Obr. 55

Vystupné napitie u bude:
_ Dot + Dj\ oty —GGuy +GGu, 1 R S
° D} -GjwC joCR, ' jwCR, *

Iny vyraz pre vystupné napitie je

u, —;Rl R, (u, —u2)+_LR1 &, (u, +u,)
joC RR, joC RR,

Ak je R, = R,, zapojenie predstavuje integrator rozdielu napiti. PreCo integrator? Vystupné napétie je
u, = Ku/jo. Vyraz 1/jw znamend, Ze origindl vystupného napitia je u,(f) = K Juy(r)dt. (Pozri vlastnost’
5.z ods. 2.2.3 alebo 6. z ods. 2.2.1).

Pod pojmom opera¢ny zosilfiova¢ sa najcastejSie rozumie dvojvstupovy zosillovac, pri¢om zosil-
nenia si A a —A. Schéma takéhoto zosiliiovaca je na obr. 56a a jeho ndhradni schéma na obr. 56b.
Typické hodnoty parametrov su:

ry = r-= 500 MQ; ra=10°Q; Al = I-Al = 10°; ro=060—-150 Q
To sd hodnoty pre kmitocet f= 0 az 10 Hz. Od kmitoctu fy = 5 az 10 Hz zosilnenie klesd a je
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Aot
L+ flf,

kde A, je zosilnenie pri kmitoéte 0 Hz. Uvahy o obvodoch s operaénymi zosiliiovaémi budeme robit
obycajne pre také kmitocty, ked’ A budeme moct povaZovat za A — c. V prvom pribliZeni sa obme-
dzime na idedlny operacny zosiliiovac.

Obr. 56

Admitan¢nd matica operacného zosiliiovaca z obr. 56 je:

i J 0
il g+8 | -8 [0
Y)= Jj| -8 | &+8 |0
0 _Ago Ago 8o

Pre idedlny operacny zosiliovac (g, g-, 8¢ = 0, go = o, A — ) budeme musiet’ vychadzat’ z
determinantu admitan¢nej matice v limitnom pripade, t. j. riadok o predelime vyrazom Ag, a vypoci-
tame hodnotu nového determinantu ako limitu pre Ag, — c. V riadku o budd nenulové iba prvky
v i-tom a j-tom stipci, a to pre vstup (+) sa bude rovnat’ zdpornej jednotke (do, = a,; = —1) a pre vstup
(=) sa bude rovnat’ jednotke (a,- = a,; = 1) (jednotka ma opa¢né znamienko ako znacka vstupu).

Priklad 35. Budeme riesit’ obvod na obr. 57a. Admitan¢nd matica (Y) je:

1 2 3 4 5
1| Gs 0 0 -G; 0
21 0 G, -G, 0 0
31 0 -G, | Gi+Gy+g4+ 8- -84 -G,
4/ =G5 | O —&d Gi+Gy+ga+ 8. 0
50 0 -Gy + Ag, —Ag Gy + &

Pre idedlny operacny zosiliiovac je g4, 8-, g+ — 0 a go, A — oo, preto budeme d’alej pouZivat’ limitu
D/Ag, pre Ag, rastice k nekone¢nu.

G, 0 0 -G, 0
0 G, -G 0 0

p'={ 0 -G, G+G, 0 -G,
-G, 0 0 G,+G, 0
0 0 1 -1 0
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Rl R2
1 1 =
2 Ry R, 3 5
© L I 3 - 107 ——— O
Zg2 R; 4
10Z +
1 R; 4
) + 1 Zy
Ug2 ¢ Z, |ij| uf}l
ugl 2 R4

s SN
_T_l | I 11

Obr. 57

Vystupné napitie u, je

D15,22u1 + D25,11u2 _ (_1)(_G3)(G1 + Gz)ul + (_1)(_G1)(G3 + G4)(_l)u2 _

o

Dy =G, (G;+Gy)(-1)
R +R, R, R,
e ——— 1——u2:
R, Ry;+R, R,
1{ R +R R R 1{R+R R R
=2 "4 72 (U, —u,)+— e B . S (u,+u,)=
2 R, Ri+R, R 2 R, Ry+R, |
RR,+2R,R, +R,R RR,—R,R
_ T 2°Y4 2 S(ul—u2)+ 17%4 2°%3 (u1+u2)
2R, (R, +R,) 2R, (R, +R,)

Posledny zlomok mo6ze nadobudnut’ hodnotu rovnd nule, vtedy vystupny signal zavisi iba od roz-
dielu vstupnych napiti. Rovnosti R;Rs = R,R; hovorime podmienka potlacenia siictového signdlu. Ak
je splnend, tak

o= (u;—uy) Ro/R,

V praktickom zapojeni napitia u, a u, ziskavame zo zdrojov s nenulovym vnttornym odporom a roz-
dielovy zosiltiovac pracuje do nejakej zat'’aze (obr. 57b). Vnitorné impedancie zdrojov zmenia hodnoty
odporov R; a Ry, zétaz Z, zmeni v admitan¢nej matici prvok y,, na G, + g, + Y,, avSak pre idedlny ope-
raény zosilfiovac sa v determinante zmenia iba hodnoty G; a Gsna G'; = 1/(Zyp + R)) a G's = 1/(Z,; + R3).

Vypocitame velkost’ vstupnej impedancie vstupu 1. Zdroj u,, neovplyvni hodnotu tejto vstupnej
impedancie, preto ho skratujeme a v obvode ponechdme iba jeho vnitorny odpor Z,,. Uzol 2 je spojeny
s referenénym uzlom, teda v admitan¢nej matici, aj v jej determinante mdZeme vynechat’ 2. riadok
a?2. stlpec.

7 - D1*1,22 _G,(G;+G,)) G;+G,
il — % - ’ - ’
D22 G3G2G4 G3G4

=R, +Z, +R,

Podobne ur¢ime vstupny odpor vstupu 2. Skratujeme zdroj u,;, tym z determinantu D* vypadnu 1. ria-
dok a 1. stipec:

D;2,11 _ G,(G;+G,) _ G; +G,
D, Gl(G,+G,)G, GG,

= =R +Z,,

i2

Priklad 36. Zaujima nds napit'ovy prenos obvodu z obr. 58.
Vyjdeme z limitnej hodnoty determinantu admitancnej matice
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G -G 0 0 0
-G 2G+2joC  —joC 0 -G
D=0 -joC  joC+GJ2 0 0
0 0 0 G, +G, -G,
0 0 -1 1 0
—1  +—
1 R 2_|

Ui

Napétovy prenos je:

_Dj _ (=G)(=j@C)(G, +G,) _
“T D, 2G+jowC)(joC +G/2)G, + joCl- joCG, +(~)G(G, +G,)]
~ joCG(G, +G,) ~ JORC(1+ R,/R)) ~
GG, +joCG(3G, -G, —G,)-w’C’G, 1+jwRC(3-1-R,/R)-w*C*R*
PK

T 1+G-K)P+P?

kde K=1+Ry/R, a P =jwRC. Pre @y = 1/RC je K, = K/(3 - K) a Im{K,} = 0, teda prenos je Cisto
redlny. Obvod sa sprava ako pasmovy priepust pri kmitoctoch blizkych k fo = 1/(2nRC).

4.3.4 Obvody s induktivnymi vizbami

Su to obvody s dvoma alebo viacerymi prvkami, ktoré maji Casti magnetickych tokov spolo¢né
(obr. 59), teda st vzdjomne induktivne viazané. Velkost tejto vizby charakterizuji koeficienty vza-
jomnej indukénosti Ly, Ly, Ly,. Napriklad napitie u; (obr. 59) bude zévisiet' od zmeny pridu i, a vd’aka
vzdjomnym indukcnostiam aj od zmien pradov i a i,

we =Ly di+Lik ﬂ"‘Lmk Ly
dr dr dr

Je jasné, Ze zamenou koncov vinutia cievky sa zmeni aj smer jej magnetického pola, a teda aj po-
larita napétia indukovaného v nej. Koeficient vzdjomnej indukénosti mdze mat’ kladné alebo zaporné
znamienko a jeho velkost’ zavisi len od rozmerov a usporiadania cievok a od magnetickych vlastnosti
prostredia a plati pren vztah L, = L;; = M. Aby sme vedeli u induktivne viazanych obvodov jednoznacne
urcit’ znamienko vzdjomnej induk¢nosti, oznac¢ime jeden z vyvodov kazdej cievky dohovorenou znac-
kou (bodkou). Potom bude M > 0 ak pridy v oboch cievkach st rovnako orientované vzhl'adom na
znacku. V opacnom pripade bude M < 0.
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Obr. 60 Obr. 61

Obr. 59

Napriklad pre dva induktivne viazané prvky z obrazku 60 mdZeme pisat’ rovnice:
u = ijlil - ja)Llik + J wMi, — ](UMl]
u, =jC()Mi1 —ja)Ml.]( —ij2i2 —ja)in[ .
Vzhl'adom na orienta¢ni znacku su prady i; a i, aj iy a ; sihlasné, ale i; a i; S i; aj i, a i; s {; nestihlasné.
V metdde uzlovych napiti budd admitanéné matice zloZitejSie, pretoZe vzajomné admitancie induk-
tivne viazanych prvkov nie su reciproénymi hodnotami vzdjomnych indukcnosti. Situdciu stazuje aj

skutoc¢nost’, Ze kazdy z induktivne viazanych prvkov v mnohych pripadoch vstupuje do obvodu s oboma
uzlami (obr. 61). Rovnice, ktoré opisuju tento obvod, su:

u, —u, =ijoL, + izjoM Iy =—1i,
Uz —ug=1ijoM +izjol, iy=—15.
RieSenim tejto stistavy dostaneme admitanéné rovnice:
iy = GoLu, — joLu, — joMus + joMuy )/ @*(M* — L,L,)]

i = (mj@Lu, + joLus + joMus — joMuy [ @*(M* — LL,)]
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iy = (-j@Mu; + joMu, + joLus — joLu)/[@*(M* — L,L,)]
iy = (j@Mu, — joMu, — joLus + joLu)/[ @’ (M* — LL)] .
Ak uvazime, 7e @*(M* - LiL)jo=jo(L\L,-M %), tak admitanénd matica obvodu z obrazku 61 je:

L, -L, -M M

| L, L, M -M
jo(LL,~M?) |-M ML -l
M -M -L L

¥)=

V tomto tvare je admitancnd matica nepouZitel'nd, pretoZe pravidla na urcenie jej prvkov su prilis
tazkopadne a ndrocné na pamit. AvsSak zjednodusenie je mozné, ak si Cinitel' vzdjomnej induk¢nosti
vyjadrime pomocou koeficientu vizby k: M 2 = k’L,L,. Potom jejo(LiL, — M M= jo(l — k*)L,L, a ad-
mitan¢nd matica prejde do tvaru

YL -yL -k /M M

¥)=—! | -yL, YL KM -kK/M
jo-k* | -k*/m  k*/m YL, -1/L,
KM -k*/m -VYL, 1L,

Postup zostavenia admitan¢nej matice v tomto tvare si zapaméitdme pomerne 'ahko: za admitancie
vlastnych indukénosti piseme yy, = 1/j@L(1 — k*) a vzajomnych indukénosti yy, = k*/j@M(1 — k). Pra-
vidl4 o znamienkach zostdvaju v platnosti, teda mimo hlavnd uhlopriecku su to zdporné znamienka
a v pripade dvojic uzlov, z ktorych jeden je s orientacnou znackou a druhy nie, pristupuje d’alSia zmena
znamienka, teda kladné znamienko. Prvok y,3 matice pre obvod z obr. 61 bude — k*/jwM(1 — k*) a pr-
vok y,, bude (—1)(— kD/joM(1 — k%) = K /joM(1 - k).

Priklad 37. Vypocitame dvojbranové parametre transformatora z obr. 62.

Transformator je zataZzeny impedanciou Z = R + jX a je napdjany zdrojom napitia s impedanciou
Z, =R, + jX,. Admitan¢nd matica transformatora je:

1 2 3 4
1| G -G, 0 0
2| =G, | G+ lVjoL,(1 - k%) | —kjoL (1 - k) 0
31 0 —ljoL,(1 —k*) | G, + lVjwL,(1 -k*) | =G>
410 0 -G, -G,

Na urcéenie dvojbranovych parametrov budeme potrebovat’ determinanty

1
= D, =(R +jwL)-D: D, =(R, +joL,)-D;
_szleRle 1 |+ JoL 44 ) TJL,

D, =joM -D; DILM=[(Rl+ijl)(R2+ij2)+w2M2].

Pri vietkych tpravach sme vyuZili vztah M? = k*L,L,.

D, Z +D , ’M?
Z — 11 11,44 :R1+Ja)Ll+ . ,
DZ +D,, R, +jolL, +Z

i

71



D,Z.+D , w*M*?
Z0 :M:R2+Ja)l‘2+.—’
DZ,+D, R +jol+Z,
D14Z _ Ja)MZ

= =+ s
“ DyZ+Dy,  (R+JOL)R,+joL,+Z)+o'M*

-D,, 4 —joMZ

K. = .
' DZ+D, R, +jolL, +Z

Vo vyrazoch pre vstupni a vystupnii impedanciu vystupuje ,.dodatoény* ¢len @M*/(R, + jaL, + Z)
resp. @’M*/(R, + joL, + Z,), ktory prislus$nd impedanciu zvicSuje. Je to pretransformovana impe-
dancia. Pre sietové transformdtory uréené na prenos energie pri zmene vel'kosti napitia a pridu byva
koeficient vizby k = 1 a (wL,, @L,) > (R, R», Ry, R, X, X).

Zat'az pretransformovand do primarneho obvodu je

o’M* w’M’
R,+jowL,+Z (R, +R)*+ (L, +X)

~[(R, +R) - (oL, + X)].

Zlomok na pravej strane rovnosti m4 hodnotu pribliZne

M’ LN_(L]
L, L, N N,

Pomer (N/N,) poctu zavitov primarnej a sekundérnej cievky sa nazyva prevod transformdtora.
Budeme riesit’ ilohu metédou obvodovych pridov. Impedan¢nd matica obvodu je

1 2
R1+ja)L1 —]a)M
—]C()M R, +j(UL2+Z

1
@)=,

Dvojbranové parametre vypocitame pomocou Cramerovho pravidla:

D (R +]j R +jolL, +Z)+w*M? ’M*
Zi=_=( RN .Jsz o =R1+ja)L1+&).—,

D, R, +jolL,+Z R, +jolL,+Z
K_ﬁ_ﬁ_Dn”ig_ JoMZ

““w, w, D w (R+joL)R,+joL,+Z)+&’M*

Pri urceni vystupnej impedancie si problém zjednodusime pomocou Théveninovej vety. Odpojime
zétaz Z. Uzol 1 (obr. 62) spojime cez impedanciu Z, zdroja s referenénym uzlom. Z impedancnej
matice uréime

D (R +jolL +Z)R,+jol,)+ao*M?* ) e
_:(1 joL, g).(z joL,) — R, +jol, + CU .
D,, R +jol+Z, R +jol+Z,

Z:

o

V praxi sa vel'mi Casto musi brat’ do tivahy aj vlastny odpor cievok, teda namiesto impedancie jawL
treba pocitat’ s R + jwL. Pri rieSeni obvodov s induktivnou vidzbou metédou uzlovych napéti pribudnu
do obvodu dalSie uzly (styky R a jwL), ¢o predstavuje d’alSie rovnice. Preto vSade, kde je to mozné,
pouZzijeme pri induktivne viazanych obvodoch radSej metédu obvodovych pridov.
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5 RIESENIE ELEKTRICKYSZH OBVODOV
METODOU ORIENTOVANYCH GRAFOV

Metdéda orientovanych grafov umoziuje riesit’ sistavu linedrnych rovnic bez mnohondsobného
prepisovania determinantov pri ich dpravich a rozklade. Tym sa vypocet nielen zrychli, ale navysSe
metdda poskytuje pekny prehl’ad o postupe signdlu v obvode. Preto sa niekedy nazyva (celkom vystizne)
metdda signdlovych tokov.

5.1 Zakladné pojmy

Zobrazime si grafmi (obr. 63) rovnice

a)y=ax; + bx, c)y=ax; z=by
b) y = ax + bx d)y=ax; z=by+cx
y=ax; + bx, y=ax + bx y=ax y=ax
x> z=bhy z=hby+cx
4 TN T~
y x a y g a y b 2 x a y b z
X1 (o]
Obr. 63

Premenné veli¢iny zobrazime kriZkami — uzlami — grafu, ktoré sicasne zobrazuji matematickd
operdciu scitanie. Orientovanymi tseCkami — vetvami — grafu zobrazime koeficienty rovnic a sti¢asne
operaciu ndsobenie. Orientdcia Usecky (Sipka) je vZdy od nezdvisle premennej k zavisle premenne;.
Odtial pochddza ndzov orientované grafy.

V pripade elektrickych obvodov budeme premenné zobrazené kriZzkami nazyvat' signaly uzlov
a koeficienty zobrazené orientovanymi tiseckami prenosy vetiev. Signdl teda do uzla vstupuje vetvou
vzdy v smere $ipky. Uzol, do ktorého Ziadna vetva nevstupuje, zobrazuje nezdvisle premennd. Jeho
signal nezévisi od signalov ostatnych uzlov, ma iba vystupujice vetvy a teda je obrazom zdroja. V gra-
foch na obr. 63 je v pripadoch b), ¢), d) obrazom zdroja uzol x. V pripade a) st v grafe zobrazené dva
zdroje x; a x,. Orientovany graf elektrického obvodu vlastne zobrazuje tok signélu v tomto obvode.

Vratme sa k obrazku 63b. Upravime prislusnd rovnicu na y = (a + b)x. Graf je na obr. 64a. V tomto
pripade hovorime o paralelnom spojeni vetiev.

o o oo N

oO—————>»0
x atb y x a-b z x a-b z x a-btec =z
a b c d
Obr. 64

V priklade rovnic oznacenych c) dosadime prvi z nich do druhej, ¢o poskytne vysledok z = abx.
Vylicili sme premennt y. Prislusny graf z obr. 63c ukazuje, Ze mdzeme hovorit’ o sériovom spojeni
vetiev. V upravenom tvare tohto grafu na obr. 64b sme vylui¢ili uzol y.
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Rovnice d) upravujeme dosadenim prvej do druhej — v grafe sme vylicili uzol y (obr. 64c) — a ko-
necnd Uprava dd z = (ab + c)x s grafom na obr. 64d.

Postupnému rieSeniu rovnic zodpoveda zjednoduSovanie grafov — zniZuje sa pocet uzlov a vetiev
az na konecny tvar dvoch uzlov a jedinej vetvy.

VyrieSime eSte jeden priklad. Rovniciam y = ax; + bx,, z = cy + dx, zodpovedd graf na obr. 65a.
Dosadime prvi rovnicu do druhej (vyli¢ime premennd y). Dostaneme z = acx; + bex, + dx;; vysledku

zodpoveda graf na obr. 65b. Poslednd rovnicu upravime na tvar z = (ac + d)x; + bcx, a jej graf je na
obr. 65c.

Obr. 65

Okamzite vidime stvis medzi oboma dpravami. Pri zjednoduSovani grafov, ktoré zodpoveda postup-
nému rieSeniu rovnic, teda mdZeme vyuZzit prvé dve pravidla:

1. prenos sériového spojenia vetiev je rovny st¢inu prenosov jednotlivych vetiev.

2. prenos paralelného spojenia vetiev je rovny suctu prenosov jednotlivych vetiev.

Sériové spojenie vSetkych vetiev medzi dvoma uzlami grafu tak, Ze Ziadnym uzlom sa neprechadza
viac ako raz, nazyvame cesta. Napr. medzi uzlami z a x na obr. 65a st dve cesty (vetva x; — z a vetva
X; =y — z). Stcinu prenosov vetiev, ktoré tvoria cestu, budeme hovorit’ prenos cesty. MoZeme teraz
definovat’ aj prenos grafu, ¢o je pomer signilu vybraného (vystupného) uzla grafu k signdlu vybraného
zdroja. Napr. prenos grafu z obr. 65a zo zdroja x; je z/x; = ac + d, zo zdroja x;, je z/x, = bc.

Zaujimavym a ¢astym pripadom je slucka grafu. Budeme rieSit’ rovnice

y=ax+cz
z=Dby

a kreslit’ k nim grafy (obr. 66a). Vylu¢ime premennt (z grafu uzol) y, teda dosadime prvi rovnicu do
druhej:

z=abx + bcz (graf na obr. 66b).
/E\o
g a % b z a
X a-b z b-c b
o——>0
X a-b z ¢
1-bc
Obr. 66

b
Vypocitame hodnotu z: z = la x. Na grafoch z obr. 66 moZeme sledovat’ tok signdlu: z uzla x

—bc
postupuje do y, odtial’ do uzla z a z neho sa vracia do uzla y. Vetvy b, c tvoria slucku, ktorej prenos je
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rovny sucinu prenosov vetiev slucky. Zretelnejsi je obraz slucky na obr. 66b. Slucka je teda uzavreta
cesta spit’ do vychodzieho uzla, pricom Ziadnym uzlom neprechddza viackrét.

Vratme sa k obr. 66a. Z uzla x do uzla z vedie jedind cesta D (drdha) s prenosom D = ab. V grafe
je jedind slucka S s prenosom S = bc. Prenos grafu so sluckou je (obr. 66¢)

prenoscesty D

K= = .
1—prenos slucky 1-S

Tento vzorec je vlastne pravidlom pre zjednodusenie grafu so slu¢kou. Castokrét pri riefeni elek-
trickych obvodov treba zamenit' nezdvislé premenné (najmi u operacnych zosiliiovacov). Napr. na
obr. 67 pozname premenné x;, x3, y a potrebujeme urcit’ x,. Z grafu vSak vieme urcit’ iba y. Z rovnic,
ktorym zodpoveda graf na obr. 67,

y =ax; + bxy + cx;

X3

Obr. 67

vypocitame premennd x;:
1 a c
Xy =—Yy——X, ——X
2 2 3
b” b b

Graf tejto rovnice je na obr. 68. Vidime, Ze vetva x, — y zmenila smer na opacny a jej prenos je pre-
vratenou hodnotou pdvodného. Vetvy, ktoré smerovali do povodne zdvislej premennej y, teraz smeruji do
uzla novej zavislej premennej x,, ich prenosy zmenili znamienko a vel'kost’, a to s ndsobkom prenosu
otoCenej — invertovanej — vetvy. Takejto transformacii grafu budeme hovorit’ inverzia. Vetvy a ich
prenosy, ktoré vychddzaji z uzla podrobeného inverzii, sa touto transformaciou nemenia.

Uvedenymi transformdciami mozZno zjednoduSovat’ 'ubovolne zlozity graf aZ na jedinud vetvu, ktorej
prenos je rovny prenosu grafu.

5.2 Orientované grafy elektrickych obvodov

Budeme riesit’ obvod z obr. 69. PouZijeme Ohmov a Kirchhoffovo pravidlo pre pridy. V obvode
mame tri nezndme napitia a pat’ pridov. Potrebujeme osem nezavislych rovnic:

U=U-IR U,=U,-ILR I, =1+I, 1,=U,/R 1,=U,/R
U,=U,-1R I=I,+1, I,=2U,/R

10

Obr. 69
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Nakreslime si graf tejto ststavy rovnic. Jednozna¢nd definicia postupu neexistuje. Topoldgia grafu
bude zavisiet’ od vytvarnych schopnosti riesitel’a.

I .k L b
Q
1 1
2
R R R| %
° 1 1 1
4 U U, Us
L L
R R
[ 2 [ 4
Obr. 70

Rozvrhneme si polohu uzlov a postupne rovnicu za rovnicou zakresl'ujeme vetvy a ich prenosy.
Jeden z moZnych grafov je na obr. 70. Na nom ukadZeme postupy rieSenia, ktoré potom zovSeobecnime.
Jednotlivym bodom postupu zodpovedaji rovnakym pismenom oznacené obrazky. Ak budete sicasne
riesit’ sistavu zdrojovych rovnic, zistite suvis s postupnym zjednodusovanim grafu.

i L

o 1r

o /_\
ANV 1B AN VI
U U, U, v @ 0,

uQ
&
G
=

Obr. 71

Vypocitame napidtovy prenos K, = U,/U;. V tomto pripade mozeme vylacit’ pridy.
a) Najprv vylicime pridy I, a 1.
b) Vyli¢ime pridy /; a I. Prenos I; = U; bude 1-(—R) a pri U, sa objavi slucka s prenosom
—R-1/R =-1. Podobne prenos U, = I, je 1-2/R = 2/R a pri U, bude slucka s prenosom —R- 2/R = -2.
¢) Zbavime sa slucky pri U;. PretoZe je U, = U; — RI; — Uy, tak U, = (U; — RI})/2, alebo podl'a pra-
vidla prenosu grafu so sluckou je
D U,-IR

U=—="1""1"cW,-1R)/2
1 1-S 1_(_1) ( i 1 )/

d) Odstranime uzol U,. Prenos U; = U, je 1-(1/2) al; — U, je 1-(-R/2) = —R/2.
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e) Pouzijeme pravidlo pre prenos paralelného spojenia vetiev pre I; — U, a vyluc¢ime slucku pri
U,. Prenos I} = U, je —R/2 — R = -3R/2 a pre U, — U, bude 1/(1+2) = 1/3.
f) Eliminujeme uzol /. Prenos U, — U, je (2/R)- (-3R/2) = =3 a slucky pri U, je (=3R/2)-(1/R) =
=-3/2.
g) Urc¢ime prenosy do U, pri vypusteni slucky. Pre U; — U, je prenos
D 1/2 1 -3 6

= == apre U, > U, je _— =
1-S 1-(=32) 5 1-(-3/2) 5

h) Vypustime uzol U,, takZe prenos U; — U, bude (1/5)-(1/3) = 1/15 a pri U, zostane slucka
s prenosom (—6/5)- (1/3) = -2/5.
i) Pravidlo pre prenos grafu so sluckou poskytne vysledok prenosu U; — U,
D 15 515 1
1-S 1-(=2/5 7 21

5.3 Masonovo pravidlo

Aby sme nasli rychlejsi postup na urCenie prenosu grafu, budeme najprv analyzovat’ jeho topolo-
gickd Strukturu.

Do uzla U, z uzla U; v grafe na obr. 71a vedie jedind cesta U; = U, — U, — U,. In4 situdcia na-
stane, ak sa zaujimame napr. o vstupny odpor (obvod z obr. 69). Potrebujeme zistit’ prenos U; — ..
Dokladnou prehliadkou grafu z obr. 71a zistime, Ze signadl mdze postupovat’ troma cestami (obr. 72):

1 I 1 L I 1 L 1 I
O
1/R 1/R 2/R
oO— > o2 O
v v o 1 v ooy 1o g
Obr. 72

Pripominame, Ze cesta je spojenie vybraného vstupného a vybraného vystupného uzla vetvami tak,

7e kazdym uzlom prechéddza iba raz.
Vel'mi doleziti dlohu maju slucky grafu. Vyhladdme vsetky mozné slucky na obrazku 71a. Ndjdeme

ich Sest’ (obr. 73):
]i ]1 ]3 ]1 1 ]1 ]1 1 ]3
O Q. o Q
_ 1 _ 1 _ 2 _ _
RDR RDR RDR
UI U2 Uo l]l 1 UZ U2 1 Uo

Obr. 73
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Porovnanim zistime, Ze niektoré slucky nemaju Ziaden spolocny uzol, iné maji spolo¢né dva alebo
aj viac uzlov. Podobne je to so vzdjomnou polohou sluciek a ciest. Ak dve alebo viac sluciek nemd ani
jeden spolocny bod, hovorime, Ze slucky sa mnedotykaji. Podobne budeme hovorit, Ze slucka sa
nedotyka cesty, ak slucka a cesta nebudii mat’ Ziadny spolocny uzol.
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Navzdjom sa nedotykajice slucky grafu z obr. 71a st:

dvojice: S1 = S2,S1 — S3,S1 — S5,52 — S3,S3 — S4,
trojice: S1 - S2 — S3.

Cesty a slu€ky, ktoré sa nedotykaju, su (obr. 72, 73):
D1 - S2,D1 - S3,D1 - S5,D2 — S3.

Tieto navzdjom sa nedotykajtice slu¢ky a cesty dovolujii uréit’ prenos grafu bez jeho zdihavych
zjednodusujucich transformécii. Obdobou Cramerovho pravidla, ktoré sme pouzili v maticovej metdde,
je v metdde orientovanych grafov Masonovo pravidlo.

Podl'a Masonovho pravidla je K prenos grafu medzi vstupnym x a vystupnym y uzlom rovny

D{l—ZS} +>°5!S] —-.-]+Dz(1—283 +>.878? —---]+---
X_ i i,j i i,j

x 1—;si+izjsisj—25isjsk+--- ’

i,j.k

kde: Z S, je sucet prenosov vsetkych sluciek grafu
i
Z S;S; je sucet sucinov prenosov vsetkych dvojic vzajomne sa nedotykajicich sluciek grafu
i.j

Z S$;§;S, Je sucet sucinov prenosov vSetkych trojic vzdjomne sa nedotykajicich sluciek grafu

i,j.k
D1, D2,... st prenosy vSetkych moznych ciest v grafe zo vstupného do vystupného uzla
Z S’ je sucet prenosov vsetkych sluciek grafu, ktoré sa nedotykaji cesty Dn

1
ZS,-"S]"’ sucet sucinov prenosov dvojic vzidjomne sa nedotykajucich sluciek grafu, ktoré sa
i.j

sucasne nedotykaju cesty Dn

Dokaz spravnosti Masonovho pravidla moZzno néjst’ v [6].

Pouzijeme teraz Masonovo pravidlo na graf z obr. 71a obvodu z obr. 69. Najprv vypocitame napéatovy
prenos K, = U,/U;. Z uzla U, do U, jestvuje jedind prenosova cesta s prenosom D1 = 1-1-1 = 1.
Vsetky slucky sa tejto prenosovej cesty dotykaju, takZe Citatel v Masonovom vzt'ahu bude rovny 1.
Menovatel’ bude obsahovat’ dvandst’ ¢lenov, pretoZe v grafe je Sest sluciek, pit’ dvojic a jedna trojica
vzajomne sa nedotykajucich sluciek. TakZe menovatel’ D bude:

D=1-S51-82-53-54-85-S6+ 5182+ S153 + S1S5 + 5253 + §354 — 15253 =
=1+4+1+1+2+1+2+2+1+24+2+2+2+=21.
U, D 1
Napitovy prenos je: K="=—=—.
p yp J U T A2
Dalej vypocitame vstupnii vodivost’ obvodu G; = I/U;: Z uzla U, do I; vedd tri cesty, priGom jestvuji
aj slucky, ktoré sa tychto ciest nedotykaju. Citatel Masonovho vzt'ahu bude:

Dl(l—Sl—S3—S5+SZS3)+D2(1—S3)+D3=%(1+1+2+2+2)+%(1+ 2)+%=%.

Menovatel’a uz pozname, je to A = 21. TakZe vstupna vodivost’ obvodu je:

i—i a vstupny odpor R—i—2
T U T 23R pryetor T T 13

1
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5.4 Orientované grafy a metéda uzlovych potencialov

Podobne, ako sme pri maticovych metddach nasli postupy, pomocou ktorych sme matice obvodu
zostavovali priamo zo schémy obvodu, budeme hladat’ takéto postupy aj v metéde orientovanych
grafov.

Ked'Ze aj metdda orientovanych grafov sliZi na rieSenie sustavy linedrnych algebraickych rovnic,
pouZijeme na rovnice opisujice obvod niektord z operdtorovych metdd. V tejto Casti skript budeme
pouzivat’ Laplaceovu transformaciu.

Na obr. 74 je ¢ast’ obvodu s niekol’kymi uzlami. PouZijeme Ohmov zdkon a uréime jednotlivé pridy,
ktoré vtekaju do uzlov i aj.

in = (M,, - ui)Yni ik = (uk - uj)ij
im = (um - ui)Ymi il = (u/ - uj)Yl]
ij= (uj - ui)in ii=(u;— uj)Yzj

Admitancie sd parametre prvkov obvodu, ich hodnota od smeru nezévisi, preto Y,;, = Y,,. PouZijeme
na pridy tecice do uzlov i a j Kirchhoffovo pravidlo pre pridy. Za pridy dosadime vyrazy z predché-
dzajdcich rovnic a upravime:

i WY + wn Y + Yo = (Y + Y + Yuy = Yy
j: M,‘Y,j + l/thkj + M]Y[j = (YU + ij + Y]j)uj = ijuj

Vyrazy YV;=Y; + Y,; + Y,y a Y; =Y; + Yy + Y; predstavuju sucet vSetkych admitancii pripojenych do
uzla i resp. j a nazveme ich vlastné admitancie uzlov i a j. Z rovnic si vyjadrime premenné u; a u;:

_ Yzj ij Yij
u; =——1u, +—u, +—uy,
ij ij iji

Obr. 74 Obr. 75

Graf tychto rovnic je na obr. 75.

Pravidlo na zostavenie grafu je jednoduché: vetve obvodu s admitanciou Yj; (= Y;; ) zodpoveda
v grafe vetva vychddzajica z uzla i a vstupujica do uzla j s prenosom Y;/Y;; (podiel admitancie vetvy
obvodu a vlastnej admitancie uzla, do ktorého vstupuje). Sticasne z uzla j vystupuje vetva s prenosom
Y;/Y;; a vstupuje do uzla i.

Podobne ako pri uzloch i a j postupujeme pri vSetkych uzloch obvodu, takze vysledny graf obvodu
z obr. 74 je na obr. 76.
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Obr. 76

Grafy budu vyzerat’ trochu inak, ak sa v obvodoch vyskytuju zdroje. Na obr. 77a je medzi uzol i a re-
feren¢ny uzol pripojeny idedlny zdroj pridu (¥; = 0). Do rovnice pre uzol i zostavenej podl'a Kirchhof-
fovho pravidla pre pridy pribudne este s¢itanec i;. Po tprave tejto novej rovnice sa zmeni vzt'ah pre u;:

i Y, Y, 1,
U =Y_ﬂuj+%um+y_mun+y_ls’

ii i ii ii

teda do povodného grafu z obr. 76 treba nakreslit’ uzol pre novii premennu i (obr. 77b), z ktorého do
uzla i vedie vetva s prenosom 1/Y;;. Ostatné vetvy a ich prenosy zostani nezmenené.

Obr. 77

Ak bude zdroj prudu i redlny, bude mat’ jeho vnitorna admitancia kone¢nt nenulovi hodnotu Y.
Graf takéhoto obvodu je rovnaky ako na obr. 77b, iba vlastna vodivost’ uzla i sa zvi¢si o hodnotu Y.

Obr. 78

Ked’ bude idedlny zdroj pridu pripojeny medzi uzly i a j, tak do rovnic, zostavenych podl'a Kirch-
hoffovho pravidla pre prudy pre tieto uzly, pristipia d’alSie s¢itance; pre uzol i: —i;, pre uzol j: is. Zna-
mienko je uréené smerom pradu i;: z uzla i vystupuje, do uzla j vstupuje. V grafe teda pribudne zase
uzol pre premennd i a prenosy vetiev, ktoré z neho vystupuji, budd rovné vlastnym impedanciam
uzlov i a j so znamienkom podla smeru prudu i;. V pripade, Ze zdroj pridu i; bude redlny, tak jeho
ostatnych vetiev (obr. 78b) si rovnaké ako v pdvodnom obvode bez zdroja.

Reélny zdroj napitia pripojeny do uzla i a druhou svorkou do referenéného uzla (obr. 79a) alebo
medzi uzly i a j tieZ nezmeni vel'mi graf obvodu. Redlny zdroj napitia mdéZeme plne nahradit’ redlnym
zdrojom pridu (obr. 4 na str. 11) s prudom is = u,Y;, a tym dostaneme obvody z obr. 77a a 78a. V gra-
foch teda bude vystupovat’ novy uzol premennej u, a vetvy s prenosmi Y/Y;; a Y/Yj;.
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Obr. 79

Ak je do uzla i pripojeny ideédlny zdroj napitia, ktorého Y; — oo, vlastnd admitancia uzla i je Y;; — oo;
preto vetvy vstupujiice do uzla i budi mat’ nulovy prenos (nemusime ich kreslit'!) a signal uzla i bude
rovny napitiu zdroja (u; = us). Graf obvodu je na obr. 80a.

Uplne in4 situicia nastane, ak je pripojeny idedlny zdroj napitia medzi uzly i a j. Beznym spdsobom
zostaveny graf je na obr. 80b, ale vel'mi rychlo zistime, Ze nevieme urcit’ prenos napr. z uzla j do i
(prenos diverguje — 1/0). Treba pouzit’ iny postup.

Obr. 80

NapiSeme podla Kirchhoffovho pravidla pre pridy rovnice pre sticet priadov v uzloch i aj (obr. 81a):
i (um - ui)Ymi + (l/t,, - ui)Ym' + (uj - ui)in + is = 0 s

j: (uk—uj)ij+(ul—uj)Ylj+(u,-—uj)Y,-j—iS=0 .

O Uy

Obr. 81

PretoZe zdroj u, je idedlny zdroj napiitia, je u; = u; + us.
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Scitame obe rovnice a upravime na tvar:
WYy + wYy + g Y+ w, Y —w; Yy = w; Y

kde Y=Y, + Y, =Y;-Y;aY;=Y;+Y;=Y;—Y;su vlastné admitancie uzlov i a j zmenSené o vzi-

jomnu admitanciu Y;. T4 sme mohli z naSich dvah vypustit’ hned’ na zaciatku, pretoZe iba pridovo

zat'azuje idedlny zdroj napitia u,, ale inak nema Ziadny vplyv na rozdelenie napiti v obvode.
Vypocitame napiitie u;:

’
_ Yk] Yij mi Yni ii
U, =—uy +—u, +—u, +——u u; .
j Y’ Y’ s m Ty ey
J] J J J] J

Této rovnica spolu so vztahom u; = u; + us ma graf na obr. 81b; z neho mdéZeme urcit’ akykol'vek
Z prenosov.

Priklad 38. PouZijeme metédu uzlovych napiti, zostavime orientovany graf obvodu z obr. 69
a pouzitim Masonovho pravidla ur¢ime prenos K, = U,/U,, vstupny a vystupny odpor.

V obvode je na prvy pohlad vidno tri uzly. K nim pribudne Stvrty — spojenie zdroja a odporu R.
Nakreslime Styri krizky — premenné U,, U;, U,, U, — prikreslime orientované tsecky spdjajice uzly
a ku kaZdej vetve grafu pripiSeme jej prenos (obr. 82).

Uzol, do ktorého je pripojeny zdroj, mad nekonecne velkd vlastni admitanciu, pretoZe vnutorny
odpor zdroja je nulovy. Vetva, ktord vchadza na grafe do uzla U; mé prenos nulovy, preto ju netreba
kreslit’. Ostatné vetvy majd prenos 1/3.

Gho G/3G G/3G

~
- ~

£ o o
U G/3G g, 3G 1, GG g

~

Obr. 82

Ur¢ime najprv napit'ovy prenos. Z uzla U; do uzla U, vedie jedin4 cesta s prenosom

V grafe st iba dve slucky a obe sa dotykaju prenosovej cesty i navzdjom. Podl'a Masonovho pra-
vidla je

Ry
_ D1 _ 27 _i
Y1-51-82 1 1 21

Ked’ porovndme vysledok a ndmahu s postupnym zjednoduSovanim grafu alebo s maticovou meté-
dou (museli by sme pocitat’ dva determinanty tretieho stupiia), si vyhody uvedeného postupu zrejmé.

Vypocitame teraz vstupny odpor. V grafe nemdme Ziadnu premennd, ktord by bola zobrazenim
pridu. PomdZeme si tak, Ze odpojime zdroj napitia a pripojime idedlny zdroj pridu. Vypocitame
(v praxi zmeriame) napitie na vstupe a tym mame vsetky ddaje potrebné na urcenie vstupného odporu.
Nakreslime graf upraveného obvodu (obr. 83).

1 1/3 1/3
. W
I /G U 173 U 173 U, 173 U

Obr. 83
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Napitie na vstupe obvodu sa zmeni z U; na U. Prenos vetvy z uzla I do uzla U je rovny vlastnej
impedancii uzla, do ktorého vetva vchadza, teda uzla U. Sem je pripojeny iba odpor R (vodivost G),
lebo vodivost’ idedlneho zdroja pradu je nulova. V porovnani s grafom na obr. 82 pribudne aj povodne
¢iarkovana vetva z uzla U, do uzla U, pretoZe vlastna vodivost’ uzla U ma uz kone¢nd hodnotu. Prenos
tejto vetvy je jednotka. Prenosovd cesta z I do U je jedna, ale v grafe st dve slucky, ktoré sa jej nedo-
tykaju (52, S3). Prenos z I do U, teda vstupny odpor je:

1(, 11
U DI(1- S1-S2) G( _9_9j 21
Ri:_: = =—R
I 1-S1-S2-83+s81s3 |1 1 1 13
3.9 27

Vystupny odpor uréime podobne. V duchu Théveninovej vety idedlny zdroj napitia (obr. 69) na-
hradime skratom, na vystup pripojime idedlny zdroj pridu, ur¢ime napitovi odozvu. PretoZe sme
zdroj U; skratovali, vetva z U; do U, vypadne, lebo U; = 0 neprispieva nicim k napitiu U,. Z uzla [ vedie
do U jedind vetva a tej sa nedotyka slucka S1 (obr. 84). Prenos z I do U, teda vystupny odpor je

1[1_1}

I N |

13 1/3

& &

0 TIATTTL B, B o0 1BG 7

Obr. 84

Priklad 39. Ur¢ime dvojbranové parametre dvojitého T obvodu z obr. 85a.

Na vstup (uzol 1) pripojime idedlny zdroj napétia. Vlastné admitancie uzlov budeme pre jednodu-
chost’ oznacovat’ Y s indexom rovnym poradovému ¢islu uzla. Graf obvodu je na obr. 85b.

Prenos napitia K, = U,/U, sa deje dvoma cestami. V grafe su dve slucky, ktoré sa dotykaju oboch
ciest, preto

a
a

-

Obr. 85
v pTCPTC+Y£Y£ P Y, =2pC+mG
K,=—t-——2 s PTTY D e v, =mpC+2G
U _pCPC_G G Y,yy,—p*C’Y,-G™.
1 27374 3 2 Y, =pC+G
Y, Y, Y, Y, !
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B piC*(npC+2G)+G*(2pC+mG) B

 2pC+mG)(npC+2G)(pC+G)— p*C* (npC+2G)— G2 (2pC+mG)

B np>C* +2p*C*G+2pCG? +mG* B

CpCP+ 2n+mn+2)p>C G+ (2m+mn+2)pCGt +mG®
nP>+2P* +2P+m

nP?+Q2n+mn+2)P* + 2m+mn+2)P +m

u

kde P = pCR je normovany kmitocet.

Vstupni a vystupnd impedanciu uréime uZ zndmym postupom, pripdjanim idedlneho zdroja pridu
a urCenim napitovej odozvy. Prislusné grafy su na obr. 86. Obvod z obr. 85 je symetricky, preto je Y;
= Y,. V grafe na obr. 86a je Sest’ sluciek (121, 242, 131, 343, 12431, 13421), dve dvojice navzajom sa
nedotykajuicich sluciek (121 a 343, 131 a 242) a dve slucky sa nedotykajd prenosovej cesty i — 1 (242
a 343).

_l Y, ¥, Y Y,

R =

1

i ¥,,_pCpC_pCpC GG GG ,pCpCGG _,pCpCGG
Ly vy ny Yy, o nLYynyn o nnny
YWY, - p’C*Y, =G%, _ RnP*+Qn+mn+2)P’+(Q2m+mn+2)P +m

CY,(YY,Y, -2p°C%,-2G%,) P (2n+mn)P>+2(m+n+mn)P +(2m+mn)

Vystupnd impedanciu ur¢ime z grafu na obr. 86b.

R =ﬂ= 1/Y4 — YZY; —
i _PCPC_GG Yy, -pCY,-G%,
, v, NnY,
2nP? + (mn+4)P +2m

nP? + 2n+mn+2)P*Q2n+mn+2)P +m

V praxi sa najcastejSie stretneme s tymto obvodom v dprave, ked’ m =n = 2.

P’+P’+P+1 P’+P+1 R P +5P*+5P+1

K, =— 2 iR, =2R— 2 G = 2
P’ +5P° +5P +1 P’ +5P° +5P +1 4P P +P+1

Korene citatel'a prenosu K, st Py = -1, P, 3= i\/—_l . Ani jeden z tychto korenov nema realnu ¢ast’
kladnud. Obvod, ktorého nuly prenosovej funkcie (t.j. také po, pre ktoré je K(po)= 0) neleZia v pravej

84



polrovine Gaussovej roviny, sa nazyva obvod s minimalnou fazou. Pre tieto obvody dokdzal Bode, Ze
je jednoznaény vztah medzi amplitidovou a fazovou charakteristikou. Sta¢i poznat' jednu
a druhd z nej vieme urcit. Dvojité T pre m =n =2 je prave na hranici ,,minimdlna — neminimélna“
faza. Pre m = n > 2 ide o obvod s neminimdlnou fazou.

5.4.1 Obvody s aktivnymi prvkami

Aktivne prvky mozeme povazovat za trojbody, ktoré st opisané sustavou troch zavislych rovnic.
Ich graf je na obr. 87a.

Velmi Casto byva jeden uzol aktivneho prvku spolo¢ny vstupu a vystupu obvodu, do ktorého je
trojbod zapojeny a navyse je spojeny s referenénym uzlom. Bez ujmy na vSeobecnosti to mdze byt
uzol 3 (ak nie, tak uzly precislujeme), takZe napétie u; = 0 aj prud i; = i; + i, moéZeme z d’alsich dvah
vypustit. Tym sa zjednodusi aj graf (pozri obr. 87b). VSeobecnd ndhradnd schéma linearizovaného
aktivneho prvku (trojbodu) je na obr. 87c.

iy ip
A2

Obr. 87

Na opis trojbodu stacia Styri parametre:
Yi=Yi1 +Y2  vstupnd admitancia
Yo=Y +¥2 Vystupnd admitancia
S= y,y—y;» strmost’
Yoi = =Y12 prenosova admitancia

Z toho i, Yo, Yoi SU dvojbrdnové parametre a S charakterizuje neautonémny (zavisly, parametricky)
zdroj.

5.4.2 Obvody so zosiliiovacom

Zosilnovac je najcastejSie opisovany tymito parametrami:

yi=gi=1Un vstupnd vodivost’
Yo =80 =1/g, vystupnd vodivost
A =S/g,=Sr, napit'ové zosilnenie naprazdno

Prenosova admitancia je y,; = 0. Ndhradna schéma zosilfiovaca a zakladny graf st na obr. 88.

U A vl

Obr. 88

85



Priklad 40. VyrieSme znovu priklad 32, ale metédou orientovanych grafov. Graf obvodu z obr. 52
je na obr. §89a.

Prenosové cesty z uzla 1 (i) do uzla 3 (u,) su dve D1 = 12v3, D2 = 123. V grafe st dve slucky
S1=2v32, S2 =232 a obe sa dotykajd oboch prenosovych ciest. PouZijeme Masonov vztah:

G{(_Dgoﬁz}

K -4 _ DI+D2 Y , | _ Gi(G, — 4g,) -
o 1-S1-52 1_(_A)&i_ii (G, +G, +8)(G, + g,)—G; + Ag,G,
Y3 Y2 Y3 Y2
__AgoGl I_GZ/Ago ~& 1
-Ag,G A R '
802, L 1[G 8 |, G Vet 4R
A AlG, G\ g, AL R,
GJ%,
1 2 v 3
° Gl/g A - go/Ig :
GJY,
1 G/%,
i 1 2 % 3
T, w4 Gih = S/ A b
G,
G/,
R 2 v 3 :1)
- &, 7 1L
GJY,
Obr. 89

Vstupnd impedanciu ur¢ime uz zndmym postupom. Graf upraveného obvodu je na obr. 89b. V grafe
pribudla slucka S3 = 121.

Lassi—sy 1= (-a) 8 G2 _G: Gy ,
7. =Y _ ) _1 ny, vy, _1 ©h-G+AgG6, _
Do 1-81-52-83 Yy 418G GG G Y Y)Y,-G; +Ag,G,-GY,
Y3 Y2 Y3 Y2 Y2
(G, +G, +8)(G, +8,)-G; +Ag,G, _
"(G,+G,+ )G, +8,)-G2 +Ag,G, —G,(G, +g,)

-R (G, +g)G,+g,)+(A+Dg G, ~R R, +71,

8(G,+g,)+(A+1)g G, DA+

Podobne vypocitame vystupnid impedanciu z grafu na obr. 89c.

goou L1 Y, R G, +G,+g, _
“ i Y 1-S1-S2 Y,Y,-G; +Ag,G, (G +g)(G,+g,)+(A+1)g,G,
_, HR/R,
0 A *
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5.4.3 Idealny zosiliiovac

Idedlny zosiliovac je popisany jedinym parametrom, a to zosilnenim A. Ostatné parametre su
g —0a g, — oo. Ndhradny obvod so zodpovedajicim grafom je na obr. 90.

G, 11,
} 2 ; :
Gi/h -A
1 Gy/h

O~
Q—
%
(98}
[on

=
h{
&
I
)
>
S
Lo}

Obr. 90 Obr. 91

Riesenie obvodov s idedlnym zosiliiova¢om bude o nie¢o jednoduchSie ako s redlnym zosilfiovacom.
Zopakujme priklad 40 pre idedlny zosiliovac. Grafy obvodu sd na obr. 91. Ziskame ich z obr. 89
vynechanim uzla v a vetiev do uzla 3, pretoZze Y — oo. Z grafu ur¢ime napédtovy prenos, vstupnu
impedanciu a vystupnd impedanciu.

G

—L(-A)
K _lo_ Y _ -AG _ -AG  _ G 1 _
“u_nCG htAG, G+G,+AG, G21+1(1+Gl]

2 2

__ &k 1
R 2
ITLY P
Al R,
-
1 Y, Y, + AG, G, +(A+1)G, R,
4=y 66 G 2 = =R+
i %,_GG G 1,-G+AG, (A+DGG, A+l
YZYI Y2
2t g
i,

Tieto vysledky by sme dostali aj z vysledkov prikladu 40 limitnym prechodom pre g; =0, r, —0.

5.4.4 Idealny operacny zosiliiovaé

je vybornym modelom, vhodnym na prvy odhad vlastnosti obvodu, v ktorom je zapojeny operacny
zosiliovac. Problémom je, Ze idedlny OZ vlastne nema Ziadny parameter, ktory by mal redlny obraz.
Vsetky hodnoty parametrov si vlastne limitné: g; — 0, go — o0, A — oo. Nevieme nakreslit’ ndhradnu
schému, ani jej graf. Pritomnost’ idedlneho OZ sa v obvode prejavuje tym, Ze cez operacnu siet’ udrzuje
na svojich vstupoch nulovii hodnotu diferenéného napétia uy = u, — u_ = 0 obr. 92a.

Pri kresleni grafu zistime (obr. 92b), Ze z uzla 2 do uzla 3 nevieme vetve, ktori by sme tam podla
doterajSich pravidiel kreslili, ur¢it’ prenos. Bol by nekonecne velky, ale signdl z uzla 2 je rovny nule.
Sicin 0- o je v tomto pripade sice ¢islo konecné, ale prave jeho velkost’ mdme urcit. Vetvu z uzla 2 do

87



3 teda nenakreslime (obr. 92b). Vidime, Ze chyba vetva vstupujica do uzla 3, ktory je podla grafu
obrazom zdroja. Aby sme ur¢ili signdl uzla 3, invertujeme vZdy vetvu z vystupu OZ na jeho (=) vstup.
V nasom pripade je vysledny graf na obr. 92c. Teraz sa prenos uz da urCit: K, = u,/u; = —G/G, = —Ry/R».
Vysledok zodpoveda limitnému prechodu pre A — o vo vysledkoch pre idedlny aj redlny OZ. Prenos
z uzla 2 do uzla 3 je nulovy, lebo signal uzla 2 je tiez nulovy.

1
| M|
R,
e — GIGs
Ui
B 3 1 2 31 2 3
[o, O
u, u, Gilh Gy /L u, LiG, u,
a b C
Obr. 92

Uréime teraz vstupny odpor z grafu na obr. 93a. Opit’ invertujeme vetvu z uzla 3 do 2 a doplnime
podmienkou u, = 0 (obr. 93b).

Vystupnd impedanciu uréime lahko aj bez kreslenia grafu. Vlastnd admitancia uzla 3 je Y, — oo,
preto vSetky prenosy do tohto uzla budu rovné nule, teda aj vystupnd impedancia je Z, = 1/Y, = 0.

a 1
1’/\’2’ 3
L, e GiL o G,

~ 0

1 2 KIG, 3
i 1/h u
~G/G,
Obr. 93
Priklad 41. Ur¢ime dvojbranové parametre obvodu z obr. 94a.
Vlastnd admitancia uzla 5 je Y — oo, preto do tohto (vystupného) uzla nesmeruje Ziadna vetva
grafu (obr. 94b). Invertujeme vetvu 5 — 4 na 4 — 5, doplnime podmienkou, o ktorej splnenie sa stara

operacny zosiliiovac, a to uy = us. V grafe nakreslime vetvu 3 — 4 s prenosom 1 (obr. 94c). Vyhl'adame
v grafe cesty a slucky.

Dl=1->2—->3—->4->5, S1=2—-53-52, §2=2—->3-54->5->2.

Obe slucky sa dotykaju prenosovej cesty, preto Cinitel’ napiat'ového prenosu je:

GG | 4
_us DI ,Y, G, B G, B
. U S 1-S1-82 l_gg_g.l.ﬁpic - (Y2Y3_G2)G2_PCGY4 -
Y2 Y3 Y2 G2 Y2
B G*(G,+G,) B G*(1+G,/G,) B
 [(pC+2G)(pC+G)—G*1G, - pCG(G,+G,) G*+3pCG+ p>C*+pCG(1+G,/G,)
— KO
" 1-(3-K,)P+P*’

K

kde Ko=1+G/G, =1+ R,/RiaP=pC/G =pCR..
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Y, /G
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Obr. 94

Vystupnd impedancia je Z, = 0. Vlastnd admitancia uzla 5 je Y5 — oo, a teda po pripojeni pridového
zdroja do tohoto uzla je napit'ova odozva v uzle nulova. Vstupnd impedanciu uréime z grafu na obr. 95,
ktory vznikne z grafu na obr. 94c pripojenim idedlneho zdroja pridu do uzla 1.

GIY,
1 Gy,
. 1 5
UL e GGy pOh |
4 Y4/G2
Obr. 95
GG _G ¥ pC
goou_1 .Y, ¥, G,Y, :R1—(3—KO)P+P2_
‘ ¥,,_,6G_GG_G Y, pC " Q2-K)P+P’

Zaver: Pri rieSeni obvodov, v ktorych operacény zosiliiova¢ povazujeme za idedlny, invertujeme v grafe
najprv vetvy z vystupu zosiliiovaca na invertujuci (—) vstup a potom dopliiame podmienku rovnosti napiti
na (+) a (=) vstupoch. Smer vetvy medzi vstupmi volime podl'a okolnosti taky, aky ndm je vyhodne;jsi.

Priklad 42. Vysetrime prenos obvodu z obr. 96, ktorého orientovany graf je na obr. 98

3
—
R
9
O
4
—
R
8
R,
|
| IS
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Obr. 96

Ocislujeme vstupy a nakreslime graf. Pretoze idedlny OZ sa prejavuje v obvode tym, Ze napitia (+)
a (—) vstupov su rovnaké, tak pri prenose z uzla i do uzla o postupujeme podla grafov na obr. 97.
Invertujeme vetvu v — o a prikreslime podmienku u, = ;. Prenos z i do o je jednotka. Vysledok pouzi-
jeme pri kresleni grafu pre obvod z obr. 96

Obr. 97

Aby sme mohli z grafu na obr. 98a urcit’ vystupné napitie, treba invertovat’ najprv vetvu 9 — 8 na
8 — 9. Este stale chyba prenos z 6 na 9, preto invertujeme aj vetvu 7 — 6 na 6 — 7. Teraz doplnime
podmienku u, = u;. Vysledny graf je na obr. 98b. Napitie uzla 8 je nulové, pretoze (+) vstup tohto OZ
je spojeny s referenénym uzlom. V grafe nie je ani jedna slucka a vystupné napétie zavisi od signdlov
uzlov 1 a2 (Ys =Ys=2G):

Ide teda o rozdielovy zosiliiovac s nastavite'nym zosilnenim.

L 3 3 9 i 3 5 9
1 GIYs
G
%
5 1 4 Gk 6 Gy 7 Gk g

Obr. 98

5.4.5 Obvody s tranzistormi

Na opis tranzistorov ako trojbodov sa pouZiva viacero siborov parametrov. Okrem admitan¢nych
st to najéastejsie hybridné, u vysokofrekvenénych tranzistorov to byvajii S — parametre. Casto sa najdu
v konstrukénom katalégu aj hodnoty parametrov pre Giacolettiho model. Vzhl'adom na vel’ky rozptyl
hodnét parametrov, ktoré su u kazdého kusa tranzistora aj toho istého typu dost’ odlisné, nema vyznam
snazit’ sa o presny vypocet vlastnosti zapojenia. DoleZité je vystihnit’ zdvislost’ vlastnosti obvodu od
parametrov ur€ujicich prvkov.

Uzitocné bude zmienit’ sa o prechode z y parametrov na # a naopak. Okrem doteraz pouZivanych
indexov pri parametroch priddime d’alsi, ktory udédva, o aké zapojenie tranzistora ide. Hybridné rovnice
pre tranzistor so spoloénym emitorom a ich graf je na obr. 99. Z grafu & do grafu y prejdeme inverziou
vetvy i, — u, a Upravou grafu (obr. 100a). Z y grafu do & prejdeme invertovanim vetvy u, — i, (obr. 100b).
Transformaciami grafu z obr. 87a moZeme ziskavat’ prevody medzi zapojeniami s r6znymi spolocnymi
elektrédami.
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iy hye I a
\
h111 %@/ hase =
e hase ¢ '519
Up Uy
Uy hae Uy
1 Vi2e/V
= Vle Y2e™ 12;11 e
e
wy = Mo dy + et
. . b
iy = hoeiy + hyeux Uy —VioeMie Ui
Obr. 99 Obr. 100

Pri rieSenf obvodov s tranzistormi pribudni do grafov aj uzly pre prady iy, i, i.. Nakreslime najprv
graf obvodu z obr. 101a bez tranzistora (obr. 101b). Nakoniec ho doplnime grafom zodpovedajicim
zvolenej sustave parametrov. Vyberieme si y, (obr. 101c). Teraz méZeme urcit’ potrebné tidaje, napr.

B iy,
)
2 Ry |
ubl
o ) 0
a b c
Obr. 101
K =M _ Va1 (=Ry) __ VareRy
oy 1y CR) Ty R
Y :i_b: Yite I+ V1o R ) = Y51 Ry Yise =Y — YareYioe Ry )
A I+ yy5e Ry © T+ ypeRy

Vystupnd impedanciu uréime osved¢enym spdsobom: Skratujeme bdzu na emitor (z grafu mdZeme
odstranit’ uzol uy) a na vystup pripojime zdroj pridu i. V grafe to znamend novy uzol i, z ktorého vedie
vetva do uzla u, a md prenos 1/Yy = Ry.

7 =M _ _ R
i Iy R 1

Na urcenie pridového prenosu musime invertovat’ vetvu u, — iy, (obr. 102).
V grafe su dve slucky ix = ux — ix a ix = uy — u —> i

Uy, “VoelVite Uy
K =i yZIe/ylle Yole

i

By 1+ YR =R Yoo/ Yiie Vite R (D1 Yaze = YareVize)

Obr. 102
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Obr. 103
Zopakujeme rieSenie pre ststavu i parametrov. Potrebné grafy sd na obr. 103.

Koo _ —R Iy /Iy __ hyye Ry (z obr. 103b)

Yoy Iy R~ Ry By By Iy + Ry (hypehyye — hypehyg)

— ﬂ — hl le (1 + h22eRk) — hZIeRkhIZe =h. — hZIehIZeRk

Z, =~ =Mh, (z obr. 103a)
Ly I+ hy Ry 1+ hy Ry
z, :%:% (z obr. 103a, uy = 0)
22e" 'k
Koo e (z obr. 103a)

" 1+hyR,

Aby sme sa vyhli zvySovaniu poctu premennych, a tym aj zlozitosti grafu, zostaneme u metédy
uzlovych potencidlov a upravime rovnice pre obvod s tranzistorom tak, aby v nich nevystupovali pridy.
Na obr. 104 je zobrazeny tranzistor zapojeny do obvodu. NapiSeme rovnice podla Kirchhoffovho
pravidla pre pridy pre uzly b, k, e.

Obr. 104

b: 2i(u; — up) Yy, — i, = 0,

k: 2i(u; — w) Yy — i = 0,

e: 2i(ui — ue)Yie —i. = 0.
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Vlastnosti tranzistora opiSeme y parametrami v zapojeni so spoloénym emitorom. Rovnice, ktoré opi-
suju tranzistor si

b: iy = yite (Uy — Ue) + yioe(Uty — Ue),
ki i = yare (up — tte) + yaoeux — Ue),
e lo=—1p— Iy .
Vyli¢ime z uvedenej ststavy Siestich rovnic pridy. Tym sa pocet nezndmych (aj rovnic) zmensi na po-
lovicu. Dosadime prudy z poslednych troch do prvych troch rovnic a vypocitame elektrédové napitia:
b: X i Yip = Yise i + (V1e + Yi2e)e = (Vi1e + 25 Yio)ty = (Vi1e + Yon)uty = Yoty
ki 2w Yie = yoretty + (Da1e + Yo2e)Ue = (V22e + 25 Yidu = (a2e + Yiaux = Yty
e: 2 Ui Yie + (Vi1e + Y21y + (Vi2e + Y22)Uk = (V11 + Yize + Yare + Yaoe + 2 YViehtte = (2y + Yeo)te = Yelte .

Veliciny Y3, Yy , Y. st vlastné admitancie uzlov b, k, e. Admitancie Yy, Y, Yee sU sicty vSetkych
admitancii obvodu bez tranzistora pripojenych do uzlov b, k, e. Vyrazy >, u; Y,/Y, s v grafe zobrazené
ako vetvy vstupujice do uzlov x = b, k, e. Graf samotného tranzistora je na obr. 105. Graf je vSak
jednoduchy len zdanlivo. Ndjdeme v fiom 5 sluciek, ktorych prenosy su dost’ komplikované vyrazy. Bude
preto ucelné zaviest’ nejaké zjednoduSenia. Netreba pocitat’ so vSetkymi parametrami, avSak pausdlne
zjednodusSenie vedie Casto k chybnym vysledkom. Preto bude dobré blizsie si vSimnut’ ¢iselné hodnoty
parametrov.

Obr. 105

Strmost’ nevel'mi zavisi od typu tranzistora a je S = I,/Ur = 40.1 A/V. V katalégoch temer vzdy
najdeme pridovy zosiliiovaci &initel' 8= hyye = iy/i, = 10% a2 10°. Vstupna admitancia je g, = S/, vy-
stupnd admitancia je g, = iy/Uy = (ii/ Up)/(U7/ Uy) = S/7000, spitnd admitancia g = iy/ux = gi/ .

Vy¢islime si pre ilustrdciu spominané parametre pre I, = 2,5 mA, Uy = 10 V, napdjacie napitie
20 az 30 V a f= 300, ¢o su bezné praktické hodnoty (obr. 107a)

§=0,1A/NV

g =5/4=3,33.10 A/V
gx=S5/7000=1,43.10 A/V

g=gd B=4,77.10 A/V Yite = &b + &/
Gy =IJ/Uc=2,5.10 A/V Yize = =8B

G, =G =10 A/V Ve=S—gdf
G.=5.G. =10 A/V Yaze = gk + &/ B
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Odpory Ry, Ry, R. maji hodnoty potrebné na nastavenie pracovného bodu a vlastné admitancie uzlov b,
k, e tranzistora budud zvySovat’. Tieto admitancie, prenosy vetiev a sluciek grafu z obr. 105 si zostavime
do tabulky:

Yo=Gy+g+8=33410"A/V =g,
Yi= Gy + g+ g =2,64- 107 A/V = G,
Ye=G.+S+ g +g+g=0,101 A/V=S5+G.

D(b—k) = — yy /Yy == S/Yy=-377,36
D(k—b) = — y1ol Yy = — gl Yy = —1,496-107*
D(b—e) = (ya1e + yuie)/Ye = (S + gp)/¥e = 0,990
D(e—D) = (yi1e + y12e)/ Yo = g/ ¥, = 0,997
D(e—k) = (ya1e + y22e)/ Y = (S + g/ Y = 377,42
D(k—>e€) = (Vize + yne)Ye = gi/Ye = 1,485-107*

S(b—k—b) = D(b—>k).D(k—b) = 5,643-107
S(b—e—b) = D(b—>e).D(e—>b) = 0,987
S(e—k—e) = D(e—k).D(k —e) = 5,605- 107
S(b—k—>e—b) ~—5,588-107"
S(b—e—k—>b)=~—15,588-107

Podl’a absoliitnej hodnoty velkosti prenosov méZeme zanedbat’ vplyv vetiev k — b a k — e. Toto
zjednodusSenie je opravnené aj preto, Ze vynechanim spomenutych vetiev vymiznu aj prislusné slucky,
ktorych prenosy sa aj tak vyrusia (spomeriite si na menovatel Masonovho vztahu). Graf sa zjednodusi
na tvar uvedeny na obr. 106a. Na orienta¢ny odhad vlastnosti obvodu s tranzistorom moéZeme graf
zjednodusit’ este vynechanim vetvy e — b (zanedbame g, = 0).

Jednoduchy a jednoznac¢ny navod o kedy zanedbat nejestvuje.

.....

Uy

[

Obr. 106

Priklad 43. Preskiimame obvod z obr. 107 pre S = 100 mA/V.
Urcime najprv parametre tranzistora:

I = §/40 = 2,5 mA gy =S/B=3,36-10"" A/V
Ue=20V — (R + R =9V gx = S/7000 = 1,43-107° A/V
I, =(9-0,6/IM=84-10"°A g=g/B=4782-10" A/V
ﬁ= Ik/lb =298

Ulohu nebudeme riesit’ analyticky ale &iselne. Vypoéitame dvojbranové parametre z grafu na
obr. 107, potom pribliZne po zanedbani g, gx a nakoniec orientacne s vynechanim aj vstupného odporu
tranzistora (g, = 0).
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Ku: 5 ZOZ1 Y3 Yz’ Zi: M
M Y, M a Yo Yo Ve Vg
, 7Y
kde Mo1-Y3 Yo Yo Yo Yo ¥y Yo Yy ¥y Yy V3 ¥y
Y, Yy, vy, YvyrLY, LYl
a
Y =G, Yi2 =Gy Yyu=-S+g+G
Y=g, +Gy+G+g yi3=S+g yn=8+G
Y3=S+g,+ g+ G Y=g Vi =S+ g
Y4=gk+G+Gk+g Y43 = 8k

Zoradime ¢iselné hodnoty prenosov vetiev a sluciek do tabul’ky, aby bolo vidiet’ i¢inky zjednodu-

Sovani (preto taky pocet desatinnych miest).

Velicina presne pribliZzne A % orientacne A %
Y1l Ys 0,229033 0,2290589 0,011 0,990099 332,2
vo3lYs 0,9755538 0,9756894 0,014 0,9756098 0,01
vl Ys 0,7685669 0,7685132 | —0,007 0

y24lY4 -376,88002 —-398,40239 5,71 —-398,40239 5,71
yaol Ya 0,0021853 0,0022906 4,82 0,009901 354,1
vaulYy 376,93781 398,40637 5,7 398,40637 5,7
vaslYs 0,0001389 0 0

S1 0,7497784 0,7499649 0,292 0

S2 —0,8217998 -0,9125729 | 11,04 —-3,9445781 | 379,99
S3 0,0523562 0 0

S4 —-0,0402331 0 0

S5 0,8018328 0,89036966 | 11,05 3,8484074 | 379,95
D1 —-86,317941 -91,257292 5,72 —-394,45781 356,98
D2 84,220709 89,039658 5,72 384,84074 356,94
M 0,258065 0,272211 5,48 1,096171 324,76
K, -8,126744 -8,146734 0,25 -8,773336 7,95
Z, [Q] 3654,2871 3659,4927 0,14 3634,5285 -0,54
Z; [Q] 62906,348 63080,041 0,28 | 10334241 64,27
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Ako vidno v prehlade, v tomto pripade chyba orientacného vysledku pre prenos a vystupni impe-
danciu nie je velkd. Pre vstupni impedanciu je uz znacnd, o je pochopitel'né, lebo vstupna admitancia
tranzistora, ktord sme neuvazovali, vyznamne ovplyviluje vstupnd impedanciu zapojenia. Pre vysSie
kmitocty je g, — Vb, &k — Vi & = Ve, L. j. parametre tranzistora st kmitoctovo zavislé a maji kapacitny
charakter.

Priklad 44. Vypocitame dvojbranové parametre kaskédy z obr. 108a.
Na prvy odhad vlastnosti zapojenia budeme predpokladat’, Ze yei, yki, Y»i = 0. Graf obvodu je na obr. 108b.

Y, =Gy Y=5+G +G,,
8, G +S,
Y, Y -S,(G, +S -S,(G,+S
K,=—2—>_—= (Gi+5,) 250G, 2):—SIR(1+S2Rl)z—SlS2R1R,
1_G1GitS, 1Y -G(G +5,) G,G
Y2 Y3
1 1 Y, G,
ZOI— = = =
Yal_ﬁ@ nY;-G(G +5,) GG
v, Y

Na urcenie vstupnej impedancie budeme pocitat’ s konecnou nenulovou hodnotou y,; < S;. Na vstup
(uzol 1) pripojime zdroj prudu i a vypocitame napitie uzla 1. Ked'Ze je Y} = y; a slucka S1 (sucasne je
to aj jej prenos) sa nedotyka cesty z i do uzla 1, takze

1
ATy sy
14 1
G/%
(| 2 TN S
/1 -Si/% (G1+$))/% /%
a b
Obr. 108

Priklad 45. Vypocitame dvojbranové parametre pre zapojenie z obr. 109.
Pri urceni napdtového prenosu a vystupnej impedancie budeme hodnoty yei, yii, Yo (pre i =1, 2,3)
povazovat’ za nulové. Vztahy mozZno zjednodusit’, ak si uvedomime, Ze hodnoty strmosti si zna¢ne

.....

by funkciu odporu R mohli prebrat’ R a R,).

Y2=Gk; Y3=Ge+Sl+S2; Y4=G1+G2; Y5=G2+G;
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Y, Y, Y, Y, VY,
_88:(G,+G)(G,+S,) G +G,

R2
1+-2,
S1S2S3G2 G2 Rl

Y, Y, Y, Y, 1Y,

G (G A8, +5,)(G+Gy) 1 1 [HiIH&J
S15,5,G, Sy SR, S,

1

Na urcenie vstupnej impedancie musime pocitat’ s nenulovou hodnotou y,; << S;. Do grafu pribudne

vetva 3 — 1 s prenosom yy,/Y; = 1, tym aj tretia slucka S3, ktord sa nedotyka slucky S1 a Stvrta slucka
S§4 = 123451 s prenosom S4 = —S2.

1 1-S51-52 _ 1 1-81-52 1 (Y, -G)YV,Y;+5,5,5:G, _
C Y, 1-51-52-83-S4+51S3 Y, 1-SD(1-53) ¥, (Y,Y,—G )Y,(Y,-S,)
5,8,5,G, S,R.S,R

= = rbi .
WiGi [G(Gl +G2)+G1G2]Sz 1+R,/R,

Priklad 46. Vypocitame dvojbranové parametre pre zapojenie z obr. 110.
Budeme postupovat’ rovnako ako v priklade 45. Pri ur€ovani vstupnej impedancie pribudnii dve slucky S,
= SI/Y5 a sS4 =123451 =-S2. Pouiijeme Ys=85,+ Ybi A Ybi = Sl/ﬁl-

S -5, S, G, =S
L-sp+- Lttt )

K _Us _ I , Y, Y :Sl(Y4Y5_G2)Y2+513253G1 ~1

Cu GG =856 =5 (Y, -GHY,Y +5,5,5,G,

<
o~
~
o~
~
o~

lebo Ys =S, a8, So, S5 > Gy, Gy, Gs.
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1-51 1 (Y,Y, —GHY.Y, _8,(G,+G,)G, _ 1 1+R/R,

1
Z = — = — = ,
CTY 1-S1-82 Y, (VYs—GOY,Ys+5,5,5G,  5,5,5G, S, SiR,
_L(Y4Y5_G22)Y2Y+S15253G15 ~r. B SRy
Do G-GON5-S)  CTHR/R,

\ 4 O

Obr. 110

5.5 Sposob vyhPadavania prenosovych ciest a sluciek orientovaného grafu

Kameiiom drazu v metdde orientovanych grafov je ndjdenie vSetkych sluciek a ciest, hlavne ak ide
o komplikovanejsi graf. Spolahlivy sposob vyhladdvania sluciek a ciest v grafe autori tychto textov
nenasli v Ziadnej literatire. UZ pri jednoduchych grafoch mozno l'ahko vynechat’ niektoré slucky, ¢o
obycajne vedie k zlému vysledku. Vel'mi rozsiahle obvody je lepSie rozdelit’ na mensie Casti, tie pre-
skimat’ a potom zase zloZit’ do jedného celku.

Nech m4 obvod graf na obr. 111. Teraz si rozhodujice nie prenosy vetiev, ale Struktdra grafu. Uro-
bime si tabul’ku, v ktorej kazdému uzlu pripiseme tie uzly, do ktorych z neho smeruje nejaka vetva.

1 3
1 2 3 45 6 ... Cisla uzlov — vektor uzlov
21 2 3 21
3345 45 ... matica grafu
55 6 6
6 4
Obr. 111
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V prvom riadku tabul’ky st poradové &isla uzlov. V kazdom stipci st poradové &isla tych uzlov, do
ktorych vstupuje nejakd vetva vychddzajica z daného uzla. Napr. z uzla 4 vystupuji vetvy, ktoré
smeruju do uzlov 3, 5, a 6. Ideme hladat’ slucky grafu. Za¢neme uzlom 1. Ten sa v matici grafu
vyskytuje dvakrat, takze existujd slucky, ktoré prechadzaji uzlom 1. Ak sa v matici grafu niektory
uzol nevyskytne, tak ide o zdroj a tymto uzlom Ziadna slucka neprechéadza.

1T 2 3 4 5 6
2 1 2 3 2 1
3 3 4 5 4 5
5 5 6 6
1[3
2
1 2 3 4 5 6
2 1 2 3 2 1
3 3 4 5 4 5
55 6 6
1[3
25
2 3
2 1 sl
1 2 3 4 5 6
2 1 2 3 2 1
3 3 4 5 4 5
5 5 6 6
1[3
25
2 35
2 1 S1
2 3 4
1 2 3 4 5 6
2 1 2 3 2 1
3 3 4 5 4 5
55 6 6
1[3
25
2 35
21 St
2 3 4 5
2 3 4 6
1 2 3 4 5 6
2 1 2 3 2 1
3 3 4 5 4 5
5 5 6 6
1[3
25
2 35
2 1 St
2 3 4 5
2 3 4 6 5
2 3 4 6 1|2

Pod maticu grafu pred tabulku napiSeme vychodzi uzol, aby sme
nezabudli, kde za¢iname. Z matice grafu zistime, Ze z uzla 1 vedud
vetvy do uzlov 2 a 3. NapiSeme ich &isla do prvého stipca (lebo
pracujeme s uzlom 1). Aby sme mali akd — takd istotu, Ze na nieco
nezabudneme, budeme postupovat’ sposobom LIFO zndmym z po-
¢itacovej praxe (Last In First Out). Budeme vzdy spracovdvat naj-

v v

spodnejsi eSte nespracovany riadok tabul’ky.

Dvojka v prvom stipci znamend, Ze z uzla 1 sme postipili
prislusnou vetvou do uzla 2. Odtial’ vedu cesty d’alej do uzlov
1, 3 a 5, ako l'ahko zistime z druhého stipca matice grafu. Do
tabul’ky ndm pribudnii d’alSie tri riadky. V poslednom riadku je
v druhom stipci 1. Znamen4 to, Ze sme sa vratili spit’ do uzla 1,
teda nasSli sme prvd slucku grafu. Vyznacime ju vpravo od
tabul’ky. SI=1-2->1

Posledny nespracovany riadok mé v druhom stipci 3. Pohl’a-
dom do matice grafu zistime, 7e z uzla 3 (treti stipec) mozeme
postupit’ do uzlov 2, 4, 5. PretoZe slucka mdZe uzlom prechadzat’
iba raz a v spracovavanom riadku uz 2 je, tak do tabulky pri-
budne iba jeden riadok. PripiSeme ho na spodok tabulky.

Spracujeme posledny riadok tabulky. Z uzla 4 postupuje
signdl do uzlov 3, 5 a 6. Trojka sa uZ v poslednom riadku vysky-
tuje, takZe z troch uzlov v $tvrtom stipci pribudne do tabulky
iba jeden d’als{ riadok.

Prejdeme na posledny riadok a z matice grafu zistime, Ze
zuzla 6 je mozny d’al$i postup do uzlov 1 a 5. Do Siesteho
stipca zapiSeme 5, a pribudne d’alii riadok, ktory m4 v Siestom
stipci 1. Znamena to, Ze sme sa vrétili do uzla 1, tym sme nasli
dalSiu slucku. VypiSeme ju, ¢im stcasne oznacime riadok, Ze je
spracovany. S2=1—-2—-53—-24->6—>1.
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1 2 3 4 5 6

2 1 2 3 2 1

3 3 4 5 45
5 5 6 6

3

2 5

2 3 5

2 1

2 3 4 5

2 3 4 6 5

2 3 4 6 1

1 2 3 4 5 6

2 1 2 3 2 1

3 3 4 5 45
5 5 6 6

3

2 5

2 3 5

2 1

2 3 4 5 6 1

2 3 4 6 5

2 3 4 6 1

1 2 3 4 5 6

2 1 2 3 2 1

33 4 5 4 5
5 5 6 6

3

2 5

2 3 5 6

2 1

2 3 4 5 6 1

2 3 4 6 5

2 3 4 6 1

2 3 5 4

1 2 3 4 5 6

2 1 2 3 2 1

3 3 4 5 4 5
5 5 6 6

3

2 5

2 3 5 6

2 1

2 3 4 5 6 1

2 3 4 6 5

2 3 4 6 1

2 3 5 4 6

1 2 3 4 5 6

2 1 2 3 2 1

3 3 4 5 45
5 5 6 6

3

2 5 6

2 35 6 1

2 1

2 3 4 5 6 1

2 3 4 6 5

2 3 4 6 1

2 35 4 6

2 5 4

S1

*3k

S2

S1
S3

*3k

S2

S1
S3

kK

S2

S1
S3
k%
S2
S4

S5
S1
S3
k3K
S2
S4

Prejdeme k najspodnejSiemu nespracovanému riadku tabul’ky
(predposlednému). Z uzla 5 mdZeme postiipit’ do uzlov 2, 4 a 6.
Z tychto cisel sa vSak uz kazdé raz v riadku vyskytuje, teda sluc-
ka nejestvuje. Riadok oznacime, Ze je uz spracovany (**).

V poslednom nespracovanom riadku (treti zdola) zistime, Ze
signdl postupuje z uzla 5 do uzlov 2, 4 a 6. V riadku uZ ¢&isla 2
a4 su, takZze mozny postup je iba do uzla 6. Pokracujeme z uzla
6 do uzlov 1 a 5. 5 uz v riadku je, takZe zostava 1. To ale zname-
na navrat do uzla 1, teda tretiu slucku

S3=152—->3—-54->55->6—>1.

Vyznacime ju a prejdeme na najblizsi nespracovany riadok.

Je to treti riadok. Z uzla 5 postupuje signal do uzlov 2, 4 a 6.
2 uz v riadku existuje, preto pribudne jeden novy riadok. Treti
riadok okopirujeme naspodok tabulky a do jeho piateho stipca
napi$eme 4, do tretieho riadku piateho stipca 6.

Zase prejdeme na spodok tabul’ky a z matice grafu zistime,
7e z uzla 4 vychadzaji vetvy do uzlov 3, 5, 6. Cisla 3 a 5 uz
v tomto riadku st, takZe cesta postupuje do uzla 6. NapiSeme
6 do stvrtého stipca. Z uzla 6 vychadzaji vetvy do uzlov 1 a 5.
V riadku uZ 5 je, ale 1, ktorii napieme do Siesteho stipca uzatvara
d’al$iu slucku

S4=1-22-3->35-24-56—>1.

Posledny nespracovany riadok je zase treti riadok tabulky.
Z uzla 6 je moZny postup do uzlov 5 a 1. 5 uz v riadku je, takZe
vypisanim 1 do Siesteho stipca uzatvarame d’alsiu slu¢ku

S5=1-2—-3—>55—-56—>1.

Najblizs§i nespracovany riadok je druhy riadok tabulky.
Z uzla 5 postupuje signdl do uzlov 2, 4 a 6. V riadku uz 2 je,
takZ7e do tabulky pribudne d’alii riadok so 4 v piatom stipci.
V druhom riadku do piateho stipca napiSeme 6.
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S5
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S4
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Vyhladdvanie uz zacina byt pomaly ale iste rutinnou zaleZi-
tostou. Prejdeme na posledny riadok tabul’ky. Z moZznych d’alSich
uzlov vyhovuji 3 a 6. Napi§eme ich pod seba do $tvrtého stipca
a okopirujeme riadok.

V poslednom riadku zistime, Ze d’al$i postup z uzla 3 nie je
mozZny, pretoZe uzly 2, 4 a 5, do ktorych vedu vetvy z uzla 3 uz
v riadku sd. Oznacime riadok priznakom spracovania. V d’alSom
riadku (predposlednom) zo 6 koncime v 1, ¢im je zistend slucka
S6=1-2—-5—-4—-6—>1.

Najblizsi nespracovany riadok je druhy riadok tabulky, v kto-
rom zase z uzla 6 prejdeme do uzla 1, a tym sme nasli d’alSiu
slucku S7T=1-2->5->6—>1.

Jedinym nespracovanym riadkom je riadok prvy. Z uzla
3 signdl postupuje do uzlov 2, 4 a 5, teda pribudnd dva nové
riadky.
Dalsi postup uz nebudeme opisovat’ tak podrobne. Vysvetlime si
len niektoré nové fakty. Postupujte d’alej sami a porovnajte si

vase vysledky s tabul’kou.

13561
12561
123561
121
1234561

123461
1235461
125461

1346521
1321
1325461
132561
134521
134561
13461
135461
13521

Vycerpali sme vsetky mozné slucky, ktoré zaci-
naji v uzle 1. Vo vsetkych d’al§ich krokoch sa uz
¢islo 1 nesmie vyskytovat, pretoZe by to znamenalo
niektorud zo sluciek S1 — S17, ibaZe by zacinala v inom
uzle. Do prvého stipca tabulky preto uz nebudeme
ni¢ zapisovat. Za¢neme s uzlom 2, ktory si oznacime
vlavo od tabul’ky a vSetky d’alSie ¢isla uz musia byt’
maticu grafu) do 1, 3 a 5. Do druhého stipca tabulky
zapiseme iba 5 a 3.
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Postup sa stal uZ dplnou rutinou, takZe od jeho
d’alSieho opisu upustime a vritime sa k nemu po vy-
hladani vsetkych sluciek.

Tam, kde v riadku uz je 5, je zbyto¢né pisat’, aj
ked’ tam signdl postupuje, pretoZe zo 6 mdze ist’ iba
spét’ do 5. Usetrime najmenej osem zbyto¢nych riad-
kov, ktoré by sme museli oznacit’ **.

Nasli sme vSetky slucky, ideme hl'adat’ tie, ktoré
sa navzajom nedotykaji. Musime hl'adat’ také riadky,
ktoré mdzeme zIucit' tak, aby sa im neprekryvali
stipce — slu¢ky nemajii spoloéné uzly. Je jasné, Ze
riadky, v ktorych je iba jedna alebo Ziadna medzera,
nemusime vySetrovat. Teraz zacneme na vrchu ta-
bulky. Prvy riadok md medzery v druhom a Stvrtom
stipci, hl'adame preto slucku ktord prechddza bodmi
242. Také nejestvuje. Prejdeme na druhy riadok, ten
ma medzery v tretom a $tvrtom stipci. Do nich sa
zmesti slucka S24. NapiSeme tito kombindciu na
spodok tabul’ky a prehl’addvame d’alej.

Zase zaCneme na vrchole tabulky a hladdme
riadok, ktory by zapadol do volnych stipcov, ktoré
zostali pri dvojiciach sluciek. Tak ndjdeme trojice
navzdjom sa nedotykajicich sluciek. Pokracujeme
so Stvoricami atd’.



Podobnym spdsobom mo6zeme hl'adat’ cesty v grafe
1 g 5 5 g gél zo vstupného do vystupného uzla. VySetrime vSetky
2 3 5 6 D3 cesty z uzla 1 do uzla 6. 1 napiSeme p p vlavo od ta-
2 3 4 6 D1 bulky, cesta pokracuje do uzlov 2 a 3. NapiSeme ich
2 3 4 5 6 D2 do druhého stipca. Z 2 pokracuje do 3 a 5. 1 sme vy-
% g > g i gg ldcili, lebo jednym uzlom pyechédza cesta iba raz.
2 5 3 4 ok NapiSeme 5 a 3 do druhého stlpca. Z 3 pokracuje cesta
3 4 6 D9 do 5 a 4. 2 uz v riadku mame. NapiSeme do treticho
g g % 6 2 gg stipca 5 a 4. Zo 4 pokradujeme do 6 — to je prvé cesta
3 4 5 6 D10 z 1 do 6; oznac¢ime ju vpravo od tabulky. Posledny
3 4 5 2 o nespracovany riadok (piaty) ma vo $tvrtom stipci 5.
g g 6 ‘2‘ 5*12 Z tohto uzla vedie druha cesta do 6. Pokracujeme...

| | Teraz zoberieme jednotlivé slucky, ich dvojice,
2 5 4 3 6 D5, 824 trojice atd’. a hl'addame tie, ktoré sa nedotykaji niekto-
rej prenosovej cesty. Hladame zase taky riadok pre

slucky, ktory zapadne bez prekryvania stipcov do

z Xz

riadku pre cesty a nebudd mat’ rovnaké ¢islo v riadku.

Uvedeny postup hl'adania sluciek a ciest nie je jediny mozny. Je vSak dostato¢ne nazorny a pocho-
pitel'ny a pri troche pozornosti spol'ahlivy.
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6 STABILITA ELEKTRONICKYCH SUSTAV

Prenosova funkcia obvodu opisuje jeho odozvu na jednotkovy impulz. V stabilnom obvode bude
tato odozva postupne zanikat’. V nestabilnom obvode odozva nevymizne, ale obvod sa dostane do no-
vého stavu, v ktorom bude na vystupe udrZovat’ periodicky sa meniace napitie.

Prenosovi funkciu moZeme napisat’ v réznych tvaroch, napr.:

N(P)_bOPN+b1PN_1+‘”+bN _ A + Ay T Ay
M(p) a,p" +a,p" "' +---+ay, pP-P, P-P, PPy

K(p)=

=F(p).

Z poslednej rovnosti spdtnou Laplaceovou transforméciu dostaneme pre ¢asovy priebeh odozvy (ori-
gindl, priklad 3) vzt'ah:

fO)=A P+ A, e+ + A, e,

kde p, az py, sd korene charakteristického polynému M(p).

V stabilnej ststave odozva postupne zanikd, preto musia byt’ redlne Casti korenov charakteristického
polynému zaporné, [Re{p;} <0; k = 1... M]. Imaginarne Casti korenov [Im{p,}] opisuju periodicky sa
meniacu zloZku odozvy. Hovorime tieZ, Ze podmienkou stability sdstavy je, aby p6ly prenosovej funk-
cie lezali v l'avej polrovine Gaussovej roviny.

Pokisime sa ndjst’ vSeobecné pravidld na urcenie stabilnosti sustavy priamo z koeficientov g, cha-
rakteristického polynému prenosovej funkcie. Koeficienty g su redlne cisla.

1. M(p) = ap + a,

Bez ujmy na vSeobecnosti méZeme predpokladat’, Ze a; > 0. Ak by predsa len bolo ay zdporné, tak
celd prenosovu funkciu rozsirime vyrazom (—1)/(—1). Korenom M(p) je p, = —a,/ay, teda p, bude za-
porné, ak a; > 0. Systém prvého radu je stabilny, ak oba koeficienty charakteristického polynému sd
kladné.

2. M(p) = aqu +ap+a
Opit predpokladajme, Ze ay > 0. Korene M(p) su:

[ 2
—a, X a; —4a,a,

2a,

P =

a) Ak bude a a21 — 4aga, < 0, tak redlne Casti koreiiov budu zdporné pre a; > 0. Aby mohol byt’ dis-
kriminant zdporny, musi byt a, > 0. Systém je stabilny, ak st vSetky koeficienty charakteristického
polynému kladné.

b) Ak je az1 — 4apa, > 0, tak musi byt a; > 0, lebo inak by jeden z koretiov bol kladny. Ale aj ked’
je a; > 0, mdze byt jeden z korenov kladny, preto musi byt’ a, > 0, aby platila nerovnost’ azl > azl —4apa,.
Teda systém druhého radu je stabilny, ak su vSetky koeficienty charakteristického polynému kladné.

Poznamka: Z algebry je znamy dosledok Sturmovej vety, podl'a ktorého nutnou podmienkou, aby
korene polynému s redlnymi koeficientmi mali zdporné redlne Casti je, aby vSetky koeficienty poly-
nému boli kladné. To bude l'ahko pochopitelné, ak si zdpis polyndmu v tvare sicinov korenovych
stcinitel'ov po roznasobeni upravime.

3.M(p)=aqp3 +a1p2+a2p + as

Nutnou podmienkou stability je, aby vSetky koeficienty boli kladné. Polyném ma bud’ tri redlne,
alebo jeden redlny a dva komplexne zdruzené korene. Hranicu stability uddva napr. podmienka, aby
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redlne Casti komplexne zdruzenych koreniov boli nulové. Vtedy je jw korennom polynému, a teda plati
rovnost’ ay(j@)’ + a,(jw)* + ax(j®) + a; = 0. Upravime ju na tvar:

a;—a,@* =0; a(a, — aoa)z) =0.
Obe rovnice budu splnené, ak

a a .
w0 =—2==2 alebo tiez aa, —apaz =0,
ap, a

¢o je podmienka pre hranicu stability sdstavy 3. radu.

a) VySetrime sustavu pre a;a; — apas > 0.

Zacneme plynule menit’ ay k nule tak, aby podmienka a;a, — apa; > 0 zostavala zachovand. Pri ta-
kejto zmene zostdvaju redlne Casti vSetkych korenov stile rovnakého znamienka, teda korene zostavaji
stdle v tej istej polrovine Gaussovej roviny (Re{} > 0 alebo Re{} < 0). Aby presiel niektory korenl do
druhej polroviny, v okamihu prechodu by musela platit’ rovnost’ a;a, = agas, €o je spor s nasim pred-
pokladom pri zmene ay.

Pre a, = 0 budi korene v polohe danej rovnicou a,p* + a,p + as = 0. PretoZe si vietky koeficienty
kladné, budi oba korene lezat’ v zdpornej polrovine. Z vlastnosti koretiov vyplyva, Ze p1p,p; = a, > 0,
tak v zdpornej polrovine leZia vSetky tri korene, teda sistava je stabiln4.

b) Podmienku a;a; — apa; < 0 mdZeme bez porusenia dodrzat’ ak a; aj a; — 0. Korene sice menia
polohu, ale neopustia ,,svoju polrovinu. Ich koneéné poloha je uréend rovnicou ayp’ + a; = 0, ktor

ma rieSenia:
/a /a - a, _:
_ 3. _ |43 Lin/2, _ 3 .—in/2
P, 2 ; P, = e ) p, =3 (] .
a, a, a,

Redlne Casti korefiov p, a ps3 st kladné, takZe dva korene polyndmu M (p) leZia v kladnej polrovine,
teda sustava je nestabilna.

6.1 Hurwitzovo-Routhovo kritérium stability

Podmienku, aby pre stabilnt stistavu tretieho radu bol sucin strednych koeficientov polyndmu vacsi
ako sucin krajnych koeficientov, nasli nezavisle od seba I. A. VySnegradskij a K. Maxwell. S VySnegrad-
ského pracami sa zaoberal slovensky matematik A. Stodola, ktory pocas svojho pobytu vo Svajéiarsku
predlozZil problém stability linedrnych ststav Svajciarovi A. Hurwitzovi. Podobne formuloval dlohu v jed-
nej svojej praci K. Maxwell a nezavisle od Hurwitza ju vyriesil J. Routh.

Hurwitzovo-Routhovo kritérium stability vo forme predloZenej Hurwitzom vyzera takto:

Zostavime maticu

Q
wn
Q
S
Q
w
Q
)
=
)
<)
[e]
]
S o O O

Nutnou a postacujicou podmienkou aby ststava bola stabilnd je, aby determinanty
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a a, 0
. al ao-
|a1|’

as a, as

boli kladné.

Determinanty tvorime z l'avého horného rohu matice postupnym zvySovanim poctu riadkov
a stipcov o jeden, a7 kym sa prvykrét nevyskytne najvyssi koeficient polynému. Napr. pre polyném
6. stupiia skonéime 4 — riadkovym (stipcovym) determinantom, v ktorom je a; = 0. Pridanim d’alsieho
riadku, v ktorom by boli ay, ag, a; = 0, by sme neziskali Ziadnu novd informéciu. Pridanie d’alSieho

(Siesteho) riadku vedie uZ na determinant rovny nule.

Priklad 47. Skontrolujme podmienky stability pre sdstavy 1., 2. a 3. radu.
Vychadzame z predpokladu a, > 0.
I.l1a; I=a; > 0. Ststava 1. rddu je stabilng, ak je a; > 0, ap > 0.

2. a4y do|_ ayar >0 Pretoze je podla vysledku a 1. a; > 0, bude aj a, > 0. Ststava 2. radu
0 a, je stabilnd, ak su vSetky jej koeficienty ay, a,, a, kladné.

3 d4p G| _ a\a, — apaz >0 Zopakujeme postup z 2. Casti prikladu. Sustava 3. rddu je stabilné ak
a; a, aa, > aopds.

6.1.1 Schurov algoritmus

Vypocet determinantov sice nie je komplikovany, ale pre vysSie rddy polynémov bude predsa len
vyhodnejsie Hurwitz-Routhovo kritérium nejako algoritmizovat. Vhodny je (aj pre pocitace) Schurov
algoritmus, ¢o je vlastne Uprava determinantu na trojuholnikovy tvar.

1. NapiSeme koeficienty charakteristického polynému do riadku podla rasticeho alebo klesajiceho
stupna premennej p

Ay Ay -1 aAy-2 a do

2. Ur¢ime pomocny stcinitel’ tak, Ze prvé ¢islo riadku (ay, ) vydelime druhym ¢islom (ay, - ;) v riadku

ay

ay Ay -1 ay-2 ay Ao

ap-y

3. Kazdy parny ¢len v riadku vyndsobime pomocnym stcinitelom a sicin odratame od najbliZSieho
niz$ieho (neparneho) Clena.

ay
Ay Ay - | ay-2 a ap
Ay
a a a
M M M
- Ay - apy-3 . - Ay
Ay Ay Ay
’ ’
Ay -1 Ao a; Ao

Nulu na prvom mieste nemusime pisat’.

4. Ak sd vsetky rozdiely kladné, zopakujeme postup podl'a bodov 2. a 3. Postup opakujeme tak
dlho, kym sa nevyskytne prvy zdporny vysledok alebo kym zostanu v riadku iba tri ¢isla.

5. Ked’ je niektory z priebeznych rozdielov zdporny, sustava je nestabilnd, vypocty skoncime.
V pripade, Ze je niektory iny rozdiel, ako prvy zlava nulovy, znamend to dvojicu imaginarnych kore-
fov, teda sdstava je na hranici stability.
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Priklad 48. Charakteristicky polyném je M(p) = p* + 4p> + 5p* + 16p + 5. Je stistava stabilna?

NapiSeme maticu:

16 5 0 0 0 0 0 O

4 516 5 0 0 0 0 Stvrty riadok a posledné dva stipce matice sme nemuseli
pisat’. Na prvy pohl'ad je zrejmé, Ze nam uz Ziadnu novi infor-

0 1 4516500 madciu o stabilite sistavy nedajud.

0 0 01 4 516 5

Vypoéitame postupne determinanty

16 9 16 5 0
|16|=16>0; ‘ 5‘280—20260>0; 4 5 16=-16<0
0 1 4
Treti determinant je zdporny, teda sdstava je nestabilna.
Zopakujeme rieSenie pomocou Schurovho algoritmu
1 4 5 16 5 H% postupujeme podl'a bodov 1., 2., 3.
_1 4 ——.16
4 4
4 il Kl ot . .
4 1 16 5 n Vsetky cisla st kladné, opakujeme postup
4.1 -4.5 podl’a bodov 2. a 3.

1 -4 5

Jeden z rozdielov je zdporny, to znamena Ze ststava je nestabilna.

z charakteristického polynému prenosovej funkcie M(p) = ap™ + ap

6.2 Michajlovovo-Leonhardovo kritérium stability

Michajlov v roku 1938 zverejnil kritérium stability, ktoré v r. 1944 zdokonalil Leonhard. Vyjdeme
M=1 4 ..+ ay, ktory napiSeme

pomocou korenovych stcinitelov M(p) = ap(p — p1)(P — p2) -.- (p — py)- Kazdy z nich mdzeme vyjadrit’

v poldrnom tvare p — p; = r, e'% , takZe mdZeme aj polyném napisat’ v tomto tvare:

_ HPr+@y+ . +py)
M(p)=aynr,...r,e"" M

Vysetrime ¢,. Zakreslime koretiovy stcinitel’ v rovine p (obr. 112). Bez ujmy na vSeobecnosti moZeme
stustavy vySetrovat’ harmonickym signdlom, takZe prejdeme od p k jo (p — jw).

jo jo jo
ppl_— |
% (. : % %
» | . 5 R
Obr. 112 Obr. 113
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1. Ak je p; redlny zaporny koren, jeho poloha v Gaussovej rovine je na obr. 113a. Pri zmene kmi-
toétu od @= 0 po @ —> 0 sa r; otdta az po lim ¢, =7/2.
W—>00

2. Ak je py redlny kladny koren, tak pri zmene kmitoc¢tu od @ = 0 po @ — oo sa bude r; otacat’ az
lim ¢, =—7/2 (obr. 113b).
w—>

3. Ked’ je p; komplexny koreii so zdpornou redlnou Cast'ou, tak korefiom polynému M(p) je aj kom-

plexne zdruZené &islo s py. Poloha oboch koreiiov v Gaussovej rovine je na obr. 114a. Pri zmene @ od
0 po oo sa r; a r; otacaji aZ po

lim @, =7/2+ @,; lim ¢, =n/2-¢,.

Obr. 114

4. Ked’ je p, komplexny koreni s kladnou redlnou ¢astou, tak podobne ako v bode 3., je poloha ko-
refiov na obr. 114b. a limitny stav je

lim g =~(1/2+¢,); lim ¢, =—~(1/2-,) .

Argument polynému M(p) je rovny stctu argumentov jednotlivych korenov. Ak je stistava M-tého
radu stabilnd, tak redlne Casti vSetkych koretiov si zdporné. Podl'a vlastnosti argumentov a podl'a bo-
dov 1., 2. a 3. je ¢=Mmn/2. V nestabilnej ststave ma niektory z korenov kladnu redlnu Cast’, a preto
podrla vlastnosti z bodu 4. je ¢ > Mm/2.

Podl'a Michajlovovho — Leonhardovho kritéria je sustava s charakteristickym polynémom M(p)
rddu M stabilnd, ak argument tohoto polynému je pre p = jwa @ — oo rovny Mm/2.

Hr’adanie koreniov charakteristickych polynémov stupia vyssieho ako 2. nie je ani jednoduché, ani
rychle. Preto je vyhodné vySetrovat’ hodografy polyndmu (graf M(j@) v Gaussovej rovine), obr. 115.

Im Im Im Im

/X \ <
\// w=0 Re J ®=0 Re U ©=0 Re < ©=0 Re

a b

(¢]
o

Obr. 115
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Na hodografe sledujeme o aky uhol sa otoc¢f ,,sprievodic* (IM(jw)l) okolo zaciatku pri zmene @ od 0 po
oo, Ak je celkovy uhol rovny Mm/2, kde M je rad polynému a siiCasne pocet priesecnikov hodografu so
stiradnymi osami, je ststava stabilnd. Na obr. 115 je a) stabilnd sustava 5. rddu, ostatné su nestabilné
sistavy b) 3. rddu; c) 4. radu; d) 6. radu.

Oznacme si postupne (obr. 116) kmitoCty, pri ktorych hodograf pretina Im
redlnu a imagindrnu os ako @, @, ... @), ... atd. Pre kmitoCty s neparnym o,
indexom pretina hodograf stabilnej sustavy redlnu os, pre parne indexy
imagindrnu os. Sustava je teda stabilnd, ak kazdy d’alsi priesecnik je oproti IW
predoslému otoceny o /2, a teda ak je

@3 w5 O Re
<< a<m<... atd. @,

Pre nestabilnt stistavu mdzu byt’ niektoré @ aj imaginarne alebo komplexné
¢isla, ktorych poloha v rovine M sa ned4 zakreslit.
Priklad 49. Vysetrite stabilitu sdstavy s charakteristickym polynémom

Obr. 116

M(p)=p’ +p* +20p’ + 10p” + 64p + 9
Nahradime p — j®@ a upravime M(p) na tvar:
M(jo) = jo(@' - 207 + 64) + (&' — 107 + 9)

Hodograf prechddza cez redlnu os pre kmito&ty uréené rovnicou [Im{M(j)} = 0] @ (@* - 20" + 64) =0,
ktorej korene si w; = 0, @; = 2, @s = +4. Z rieSeni vyhovuji iba nezdporné korene (@ je kmitocet,
teda @ > 0). Imaginarnu os pretina hodograf pre kmitoéty uréené rovnicou @' — 10@” + 9 = 0, ktorej
korene su w, = +1, @, = £3. Zase vyhovuju iba nezaporné korene. PretoZe plati 1 > 2 > 3 > 4, je splnend
podmienka @, < @, < @3 < W4 < Ws, teda sustava je stabilna.

Skontrolujeme vysledok pomocou Schurovho algoritmu:

1 1 20 10 64 9 1=11
-1-11 -1-10 -1.9 9
1 10 10 55 9] 0,1=1/10
-0,1-10 -0,1-55 9
10 45 55 9| 10/4,5=0,22222
_100 45 _100 9
45 45
45 35 9

Vsetky cisla st kladné, preto podl'a Hurwitzovho-Routhovho kritéria je stistava stabilna.

Priklad 50. Rieste priklad 48 pomocou Michajlovovho-Leonhardovho kritéria stability.
M) =p* + 4p” + 5p> + 16p + 5 upravime (p — jw) na tvar (@' — 50" + 5) + jo(16 — 4w°) = M(p).
Redlnu os pretina hodograf pre w; = 0 a @; = +2, imagindrnu os pre @, = +1,1756 a @4 = +1,902.
Podmienka @, < w, < w; < w4 nie je splnend, lebo 0 < 1,1756 <2 > 1,902, teda sustava je nesta-
bilna.

6.3 Nyquistovo Kritérium stability

So stabilitou statickych systémov so spitnou vézbou sa zaoberal ameri¢an H. Nyquist a v roku 1932
publikoval kritérium stability, ktoré umoznuje posudzovat stabilitu ststavy so spdtnou vidzbou analy-
zovanim alebo meranim prenosu tejto ststavy pri rozpojeni spitnej vizby.
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Obvod so spitnou vizbou je na obr. 117. Cast’ vystupného napitia S, sa pri&ita k vstupnému napitiu
u;, takZe do Casti obvodu s prenosom A vstupuje napétie u; + fu,.Vystupné napitie je ug = A(u; + fu,). Po

. 2 . , u A
Uprave dostaneme pre prenos obvodu so spédtnou védzbou vztah K, :_O:m
u; -

1

,ktory sa nazyva

Blackov vztah.

Obr. 117

Podra toho, ¢i je > 0 alebo < 0, hovorime o kladnej alebo zdpornej spitnej vizbe. Pri kladnej
spitnej vizbe je K, > A, a ak je SA = 1, K, — oo, teda stistava mdZe mat’ nenulové vystupné napitie,
hoci na vstup Ziadne napitie neprivddzame. Sustava je nestabilna.

Vo vSeobecnosti A aj f zavisia od kmito¢tu, takZe Blackov vztah v Laplaceovej transformécii ma
tvar

A(p)

K I Y
P = B A

Aby bola ststava nestabilna, musi existovat’ také p, pri ktorom je

Bp)A@y)l=1 a arg[Apo)Apo)] =0 £ 2k, kde k=0, 1,2, ...

Vhodnou vol'bou Ap)A(p) mdzeme teda dosiahnut’, aby sustava bola stabilnd alebo naopak, pri stavbe
generatorov ziskat’ obvod, ktory spolahlivo kmitad na pozadovanych kmitoc¢toch. Stabilitu sdstavy mo-
Zeme preto vySetrit’ analyzovanim vyrazu Ap)A(p), €o je vlastne prenos ststavy na vystupe spatnoviz-
bovej vetvy pri rozopnutej spétnej vdzbe. V praxi dokonca méZeme tento prenos priamo zmerat’, a tym sa
vyhnit komplikovanym a zdihavym rozborom.

Prenos obvodu bez spitnej vizby je A(p) = N(p)/M(p). Podobne vetva spitnej vizby ma prenos
Bp) = n(p)/m(p). Prenos sustavy so spitnou vizbou je

M(p)
N(p) P (p)
K =
«(P) - n(p) N(p) Q™M™ (p)
m(p) M(p)

kde (N + m) a (M + m) oznacuju stupen polyndmov. Stdstava so spitnou vizbou bude stabilnd, ak (podl'a
Michajlova a Leonharda) lim arg[Q(M (3 a))] =(M+m)m/2.
W—>0

n(p) N(p) _m(p)M(p)—n(p)N(p) _ 0™ (p)

Vratny rozdiel je 1- B(p)A(p)=1-1- m(p) M(p) m(p)M (p) T Rm ()

To je raciondlna lomena funkcia, v ktorej stupen Citatel'a je rovny stupiiu menovatela. Ak je sustava
s rozpojenou spétnou vizbou stabilnd, tak najvédcsia zmena argumentu charakteristického polynému

je lim arg[R (MEm (5 a))] =(M+m)m/2, a teda zmena argumentu vratného rozdielu pri zmene @ od
w—oo

0 po oo je rovnd nule.
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Z obr. 118a vidno, Ze bod [1, jO] musi leZat’ mimo plochu, ktort hodograf funkcie Aj@)A(j @) obo-
pina, ba aj mimo krivku samotnd. V opa¢nom pripade bude (obr. 118b) zmena argumentu A(j®)A(jw)
rovna 27, teda sustava bude nestabilna.

Sustava, ktorej Nyquistov hodograf je na obr. 118c, je stabilna za istych podmienok. Po pripojeni
napéjacich a pracovnych napiti vplyvom prechodovych javov a tepelnej nerovnovahy sa diagram meni.
V pociatku stiradnej ststavy ,,narasta” z nuly aZ do konecnej podoby. Ked’ md tvar naznaCeny preru-
Sovanou Ciarou, je ststava nestabilnd. Rozkmit4 sa, a vobec sa nemusi dostat’ do rezimu popisaného na
obrazku plnou ciarou. Pritom je vysoko pravdepodobnd situdcia, Ze obvod pripojeny na pracovné
napdtia pri rozpojenej spitnej vizbe, sa po jej zopnuti sprava ako stabilny obvod. Hovorime v takom
pripade o podmienecnej stabilite.

Zjednodusene sa da Nyquistovo kritérium stability formulovat’ takto: Ststava so spitnou vizbou je
stabilnd, ak bod [1, jO] pre vSetky @ € (0, o) leZi mimo plochu ktord obopina krivka Aj @A (j @).

Im Im Im

>
X 1 - pA

1 Re 1 Re

Obr. 118

6.4 Bodeho logaritmicko-kmito¢tové kritérium stability

6.4.1 Logaritmické kmito¢tové charakteristiky

Preskimame obvod, ktorého prenosova funkcia je K(p)= . Zavislost’ fazy a amplitddy od

+a

kmitoctu uréime, ked’ prejdeme od p k @ (p — jw): K(jw)=——. Amplitidova charakteristika je
jo+a

opfsand vztahom K(®)=|K(jw) = %; fizova @(w) = arg[K(j®)] = arctg(—ala). Grafy oboch
a +w
funkcif sd na obr. 119.

Elektronické obvody beZne pracujii vo velmi irokom kmitoétovom rozsahu: w/a = 10* - 10°. Je
uzitocné pouzivat' logaritmickd mierku pre kmitocet. Ak takito mierku pouZijeme aj na Cinitel'a
prenosu, tak charakteristiky pre zlozité systémy moZeme dostat’ prostym scitavanim logaritmickych
charakteristik jednoduchych obvodov.

Zavedieme si novi veli¢inu: Kgg = 20loglK(w)l, ktorej jednotkou je 1 dB (decibel). Pre zmenu
kmitoCtu v logaritmickej mierke zavedieme dekddu. Je to interval, v ktorom sa kmitoc¢et meni 1 : 10
(niekedy sa pouZiva oktdva, €o je interval pre zmenu kmito¢tu v pomere 1 : 2. Ndzov oktédva je pre-
vzaty z hudobnickej terminolégie).

Vratime sa k vySetrovanému obvodu. Pre @ — 0 je amplitidova charakteristika uréena vzt'ahom
K(w) = Ala. Vtedy K4 = 20log(A/a), ¢o je konStanta. Pre @ — o je K(®w) = A/w. K4z = 20logA —
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—20loglal, ¢o je priamka so sklonom —20dB/dekadu, ktord pretina priamku K(w) = A/a pre kmitocet

w=a.

K
0

10

wla

100

Obr. 119

o[

r—90

N

Vypocitame hodnoty K(w), Ky, ¢(®) pre niektoré kmitoCty a zostavime tabul’ku:

0,01a 0,1a la 10a 100a
K(w)/(Al o) 0,99995 | 0995 | 1742 | 1/4/101 | 1/4/10001
20logA — Kgp) [dB] | =4,3.107 | =0,044 | =3,01 | —20,04 —40
(o) [°] -0,57 57 | -45 | -843 ~89.4

Ak aproximujeme charakteristiky preruSovanymi ¢iarami z obr. 119, tak amplitidova charakte-
ristika sa od aproximovanej 1i§i najviac pre @ = a, a to o —3 dB; fazova pre @, = 0,1la a w, = 10aq, a to

0+5,7°.

Prenosova funkcia obvodu zloZeného z jednoduchych obvodov s prenosmi K;(p), K>(p), ..., K,(p) sa
obvykle da napisat’ K(p) = K,(p):- K»(p)- ...- K,(p). Potom logaritmicka amplitidova charakteristika je
Kig = Kgp1 + Kyp2 + ... + Kyp, a fazovd ¢(w) = ¢1(w) + ¢(@) + ... + ¢(®). Grafy charakteristik
zloZenych obvodov dostaneme prostym grafickym s¢itanim grafov jednoduchych obvodov.

Podobne m6Zeme aproximovat’ charakteristiky pre integrator (1/p), derivétor (p) a rezonanc¢ny obvod

[1/(p -p)@ -piH]

Priklad 51. Nakreslite aproximovanu amplitidovi a fazovid logaritmickd kmitoctovu charakteris-
tiku obvodu, ktorého prenosova charakteristika je:

K(p)=

100

10

10

Utlmovii logaritmickd charakteristiku dostaneme logaritmovanim K(a):

(1+2-10° p)1+1-10"°p) =1+2-10—5p'1+1-10—6p '

K(®) =20-(1 - logl1+2-107° j@l) + 20- (1 — log1+107° j@))) .

Fazova chrakteristika je @(w) = arctg(-2-107 @) + arctg(—1-10° ). Jednotlivé priebehy si za-
kreslené do obr. 120 slabou ¢iarou, ich stiéty tu¢nou €iarou.
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6.4.2 Bodeho kritérium stability

Toto kritérium vychddza z Nyquistovho a vySetruje K = 201og|B( @)A(j®)l. Podmienkou stability
je, aby pre kmitoCet @,, v ktorom je |Aj@wo)A(j@o)l = 1, bol larg[B[j@y)A(j@w)]l < 180° pre zéporni
spitnd vizbu, a larg [ G @y)A(j@)]l > 0 pre kladni spitnd vizbu.

Z predoslej kapitoly a obr. 120 vyplyva, Ze pre kmitoCty v pdsme, kde ma amplitidova charakteristika
sklon —40dB/dekadu, je fazovy uhol prenosovej funkcie rovny —180°. Pre stabilitu je vSak rozhodujici
fazovy uhol pre kmitocet @, v ktorom je K4z = 0 dB. Rozdiel Ap= 180° — ¢ an) (obr. 120) sa nazyva
fazova rezerva a je to zmena fazy, ktord treba (imyselnymi alebo nechcenymi) tipravami obvodu vyvo-
lat’, aby sa dostal na hranicu stability.

Podobne sa pri ¢ = —180° zavddza amplitidova rezerva (na obr. 120 AK ) ako zosilnenie, o ktoré
treba Cinitel'a prenosu obvodu zvysit, aby sa dostal na hranicu stability. Ak je amplitidova rezerva
¢islo zédporné, obvod je nestabilny.

Pre obvody s minimélnou fazou (pozri str. 99) sa faza pri zmene strmosti o +20 dB/dekddu meni
0 £90°.Teda na dosiahnutie fazy 180° musi mat’ amplitidova charakteristika sklon 40 dB/dekadu. Ak
amplitidova charakteristika tento sklon nepresiahne, tak obvody s minimalnou fazou sa dostanud najviac
len na hranicu stability.

Obvody s neminimélnou fazou mo6zu dosiahnut’ fazovy uhol 180° uz pri mensom sklone amplitido-
vej charakteristiky. O tom, ¢i ide o obvod s minimélnou alebo neminimalnou fazou, €astokrat rozhoduji
rozne parazitné vizby a parametre, ktorych velkosti v praxi vobec nepozndme alebo nevieme ani
zmerat’.

Z Bodeho asymptotickych grafov ziskame rychlo prehl’ad o vlastnostiach sdstavy a moZeme na-
vrhnit korekcie obvodov tak, aby sistava bola stabilna (v pripade generitorov spol’ahlivo nestabilnd).
Vseobecnd rada je: konstruovat’ obvody a korekcie tak, aby droveii 0 dB pretinala ta ¢ast’ amplitidove;
charakteristiky, ktord ma sklon 20 dB/dekddu. Ak to nejde, alebo to z hl'adiska vlastnosti obvodu nie
je Ziaduce, tak fazova rezerva by mala byt najmenej 10°; optimum je 30°.

Kap
[dB]

40 Kup

20
m Kap2
I I
I I
0 L L | ; L
100k

100 1k 10k M 1OM @
AN

100 1k 10k 100k 1M 10M ®

—90°4

A
~180°F ¢

Obr. 120
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6.5 Poznamka k vySetreniu stability obvodov

VySetrovanie stability sistavy ndm castokrdt uSetri nemilé prekvapenie. Ak analyzujeme obvod, kto-
rého Cinnost’ ndm nie je jasnd, tak rutinny vypocet nemusi viest’ k spravnemu vysledku. RieSme prenos
obvodu z obr. 121 pre idedlny operaény zosiliiovac. Invertujeme na grafe obvodu vetvu 3 -2 na2 — 3.
Napitovy prenos je K, = —Ry/R;, Co je vyraz rovnaky ako pre invertujici zosiliiova¢ s idedlnym
operatnym zosiliiova¢om. Zapojenie z obr. 121 je vSak anal6govy komparétor s hysterézou, o nie je
stabilny obvod.

Vysetrime obvod znovu, ale maticovou metddou. Admitanénd matica obvodu je:

1 2 3
1| Gy -G, 0
=20 |G +G, | -G,
0 -1 0
a napitovy prenos K, = & = i = —&. Je to vyraz rovnaky ako pri rieSeni grafom, ale poslednd

D, -G, R,
uprava, pri ktorej sme postupovali sice formdlne spravne prenesenim zdporného znamienka z menova-
tela pred zlomok, je z fyzikdlneho hl'adiska nepripustnd. Zaporny menovatel' pre napiatovy prenos,
v ktorom je stupen p rovny nule znamend (pozri Hurwitzovo kritérium), Ze vySetrovany obvod je nesta-
bilny, a preto vztah pre napdtovy prenos je nespravny. Obvod sa do linearneho rezimu, v ktorom by
mal vypoc¢itand hodnotu prenosu, vobec nedostane.

1
R
1 2 2
o—
R
! 3
——O
1 2 3
G/, G
-G,/G,
1 2 3
L,/G,
Obr. 121 Obr. 122

Priklad 52. Vysetrime prenos obvodu z obr. 122
Admitan¢nd matica obvodu je

1 2 3 4 5
1 0 0 0 0 0
21 0 Gy =S, S 0
31 =S 0 S1+5+ G, -S, 0
41 0 0 0 Gi+6G, | -G
5 0 —S3 0 -G, G, +G

114



Je to obvod podobny zapojeniu na obr. 109, ale odpor Ry je zapojeny do kolektora druhého tranzistora,
¢o zmeni fazu spitnej vizby do prvého tranzistora o —7/2, teda obvod z obr. 122 bude asi nestabilny.
Vysetrime napétovy prenos:

_Dis _ S$18,(=8,)(G, +G,) 5
D, G.(S5+S,+GIG(G, +G2)G12]—.52(—G2)[Sz2 (85, +5,+Gy)S,]
_-88,5(G+G) _, R

- S15253G1 Rz

u

Posledny vyraz je zhodny s vysledkom prikladu 45 (str. 113). Zase sme sa dopustili nepripustnej dpravy.
Determinant D v menovateli prenosovej funkcie je zdporny, preto je zapojenie z obr. 122, podla
Hurwitzovho kritéria nestabilné.

Skor nez ukoncite analyzu obvodu, treba vzdy vySetrit’ ¢i ide o stabilnd siistavu. Ak nie, tak
dosiahnuté vysledky podrobte starostlivému rozboru, aby ste ziskali opis skutocného, a nie nejakého
fiktivneho spravania sa obvodu.
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